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Abstrakt: Cilem prace je prozkoumat problém rozkladu polynomu nad koneénym téle-

sem na soucin ireducibilnich polynomt. Popsanim nékolika algoritmt hledaji-
cich tento rozklad se ukaze, ze tento problém je vzdy fesitelny v polynomidlnim
case vzhledem ke stupni polynomu a poctu prvki konec¢ného télesa.
U jednoho z algoritmt je popsana implementace s velmi dobrou asymptotic-
kou ¢asovou slozitosti O(n'* log q), kde n je stupeti rozkladaného polynomu
nad télesem s ¢ prvky. Program pouzivajici jednodussi, ale prakticky rychle;jsi
variantu tohoto algoritmu je soucasti prace.
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Abstract: The goal of this work is to present the problem of the decomposition of a polyno-
mial over a finite field into a product of irreducible polynomials. By describing
algorithms solving this problem, we show that the decomposition can always be
found in polynomial time in both the degree of the polynomial and the number
of elements of the underlying finite field.
One algorithm is studied in detail and an implementation with good asymptotic
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1. Uvod

Prvocisla zaujimaji mezi pfirozenymi ¢isly vyznacné postaveni. Jednou z jejich nejdi-
mocnin prvocisel. Tento takzvany prvociselny rozklad ma navic tu zajimavou vlastnost, ze
ho zatim nikdo neumi najit v polynomialnim case vzhledem k délce zapisu daného cisla,
takze se stal zakladem pro asymetrickou Sifru RSA. Pritom otestovat, zda je dané ¢islo
prvocislem, v polynomialnim case lze (viz [1]).

Podobnou analogii s prvocisly mtizeme nalézt také u polynomit. Nékteré polynomy
jsou podobné jako prvocisla uz dale nerozlozitelné a ostatni mizeme jednoznac¢né za-
psat jako soucin takovych nerozlozitelnych polynomii. Problémy testovani nerozlozitel-
nosti a hledani rozkladu polynomt maji ale trochu odlisné vlastnosti nez jejich protéjsky
tykajici se prvocisel. Pfesto jsou velmi zajimavé a pravé pro jejich podobnosti a nepodob-
nosti se zndmymi prvociselnymi tilohami jsem se rozhodl jimi zabyvat.

V této praci se vénuji hlavné hledani rozkladu polynomi nad konecénymi télesy na
soucin polynomi nerozlozitelnych. Vzhledem k tomu, Ze tento rozklad lze efektivné nalézt
v polynomialnim case, mtizeme algoritmy na jeho nalezeni pouzit i pro testovani rozlozi-
telnosti. Nezabyval jsem se ovSem tim, zda pro samotné testovani rozlozitelnosti neexistuji
efektivnéjsi algoritmy.

V nésledujici kapitole popisu jeden deterministicky a jeden pravdépodobnostni algo-
ritmus pro hledani rozkladu polynomt nad konecnymi télesy a dokazu jejich funkénost.
Nebudu se ovSsem moc snazit, aby byly tyto algoritmy rychlé, bude stacit jejich polyno-
mialita.

V dalsi kapitole se zaméfim jenom na popisovany pravdépodobnostni algoritmus a na-
vrhnu variantu, kterd funguje rychleji nez v kvadratickém case vzhledem ke stupni zada-
ného polynomu, presngji v case O(n'*logq), kde n je stupeti zadaného polynomu nad
kone¢nym télesem o ¢ prvcich.

Soucasti této prace je i implementace jednodussi, ale prakticky rychlejsi varianty po-
drobné popisovaného algoritmu. Jeji tvorbu a vlastnosti popisu v kapitole posledni.

P1i studiu ucebnic a ¢lanki pro tuto praci jsem byl prekvapen zvlastnimi vlastnostmi
védeckych clankii a odbornych textii na Internetu. Jednak jsem nedokazal najit v elektro-
znamé. Nyni mam na mysli naptiklad nasobeni polynomt nad konec¢nymi télesy pomoci
FFT, pseudoinverze polynomi, Euklidiv algoritmus pro polynomy pracujici rychleji nez
v kvadratickém case a jiné. Jediny zdroj, ktery jsem nakonec nalezl, byly , papirové®
ucebnice algebry (napiiklad [5] a [7]).

Také mé prekvapilo, ze v nékolika pripadech byly rtizné specialni pripady ¢i dikazy
ponechany na ¢tenéfi, prestoze mi nepfisly nijak jednoduché. Jednalo se napriklad o rych-
lou bezc¢tvercovou faktorizaci v pfipadé nenulové charakteristiky, otazku toho, zda v Ber-
lekampové algoritmu jedna baze uplné faktorizuje dany polynom, ¢i dikaz spravnosti
rychlé varianty stejnostupniové faktorizace. S pomoci ucebnic a univerzitnich pfednasek
se mi vSak vSechny tyto problémy povedlo vyfesit.



Znaceni

Konecné teleso o q prvcich budeme znacit F,. Polynomem nad konecnym télesem
myslime posloupnost (ag,ay,...,a,,...) koeficienti z télesa takovou, Ze jenom kone¢né
jejich prvkt mé nenulovou hodnotu. Symbolicky zapisujeme polynom jako ) .., a;’.

Stuperi polynomu f, deg f, je nejvétsi index i takovy, ze a; je nenulovy. Pokud jsou
vsechny koeficienty polynomu rovny nule, jeho stupen definujme jako nulu, ackoliv se
cast€ji pouziva stupen minus jedna nebo minus nekonecno. My pouzijeme stupen nula,
aby polynomy stupné nula byly pravé vsechny prvky télesa, které pouzivame.

Pokud definujeme nad polynomy operace plus a minus jako ) .., aixi £+ .0 bx' =
Y isola; £ b)a" a operaci krdt tak, Ze Y 0@’ - Y o bt = Y00 Yopeol@n - big)T’,
tvoif polynomy nad kone¢nym télesem 7' okruh T[], pficemz nulovy prvek je polynom
Y 002" a jednotkovy prvek je polynom 1z° + 3. 0z

Polynom f déli polynom g, f\ g, pokud g = f - h pro n&jaky polynom h. V&imnéme
si, ze pokud f\ g a t je nenulovy prvek télesa, také t- f\ g, protoZe t je urcité invertibilni.
To nas privadi k nasledujici definici: Nenulovy polynom f nazveme monicky, pokud je
jeho koeficient age, ; jednickovy prvek télesa.

Nejvétsim spolecnygm délitelem polynomi f a g, NSD(f, g), nazveme kazdy polynom c,
ktery déli f i g, a zddny polynom stupné vétsiho nez c uz nedéli f a g zaroven. Vzhledem
k tomu, ze jsme v definici pouzili délitelnost, je nejvétsi spolecny délitel prendsobeny
nenulovym prvkem télesa také nejvétsim spolecnym deélitelem. Pokud bychom chtéli, aby
byl nejvétsi spolecny délitel jednoznacny, mtzeme vzit ze vSech nejvétsich spolec¢nych
déliteltt ten monicky. V nésledujicim textu budeme NSD(f,g) pouzivat jako oznaceni
jediného monického nejvétsiho spolecného délitele.

V nékterych mistech textu je vyhodné divat se na polynom Z?:_OI a;x" nad télesem IF,
jako na n-slozkovy vektor (ay,...,a,—1) nad télesem F,. Protoze jsou si oba tyto pohledy
velmi blizké, budeme je v textu bez zvlastniho upozornéni zaménovat.

Pokud mame polynom f z okruhu F,[z], miZeme jim tento okruh faktorizovat. Tuto
faktorizaci budeme znacit jako F,[z]/f a myslime ji faktorizaci okruhu podle kongruence,
ktera odpovida hlavnimu idedlu uré¢enému polynomem f. Pozor na to, Ze tento pojem
faktorizace okruhu nema nic spole¢ného s popisovanou faktorizaci polynomt.

Ostatni pouzité znaceni je ve shodé€ s bézné pouzivanym znacenim a je mozné ho
nalézt napiiklad v knize [5] ¢i [7].

Formulace problému

Polynom nazveme ireducibilni, pokud ho nemtizeme zapsat jako soucin dvou netrivi-
alnich polynomi. Pfesnéji feceno, pokud ho zapiseme jako soucin dvou libovolnych poly-
nomt, stupen jednoho z nich musi byt nula. Mtizeme také fici, Ze polynom f je ireducibilni,
pokud ho nedéli zadny polynom, jehoz stupen by byl vétsi nez nula a mensi nez deg f.

Pokud polynom ireducibilni neni, jedna se o polynom sloZeny a kazdy polynom men-
stho stupné, ktery ho déli, je jeho délitel neboli faktor.

Faktorizaci polynomu myslime jeho rozklad na soucin ireducibilnich polynomt. Tento
rozklad vzdy existuje a pokud jsou vSechny faktory monické, je az na poradi jednoznacny.

V textu budeme faktorizaci znacit nejenom rozklad na soucin ireducibilnich polynoms,
ale také obecny rozklad na soucin polynomt danych vlastnosti. Je dobré si uvédomit, ze
i takovy obecny rozklad vzdy existuje (sta¢i sdruzit ireducibilni faktory pivodniho poly-
nomu do skupin stejnych vlastnosti) a pokud mtizeme u vSech faktori chténou vlastnost
jednoznacné urcit, je tento obecny rozklad také jednoznacny az na poradi.

Pokud budeme faktorizaci minit vyslovné rozklad na soucin ireducibilnich polynomi,
muzeme ji nazvat uplnou faktorizaci.

Cilem algoritmi faktorizace je tedy pro zadany polynom f nalézt jeho (jednoznaény)
rozklad na soucin monickych ireducibilnich polynomfi.



2. Zakladni algoritmy

V celém textu budeme predpokladat znalost toho, jak se provadi zékladni aritmetické
operace nad F, a FF,[z]. Také pouzijeme nékolik zakladnich vét tykajicich se konecnych
téles, které nebudeme dokazovat. Zajemci mohou najit jejich dikazy v [5] nebo [7]. Jedna
se predevsim o tato tvrzeni:

Tvrzeni 2.1: Mé&jme téleso T', vzadjemné nesoudélné polynomy my, ..., m; z okruhu T[]
a polozme m = my ---my. Potom je zobrazeni ¢ : T[z]/m — T|x]/my x ... x T[x]/my

definované jako
v(a) = (a mod my,...,a mod my)

isomorfismus okruhii.
Toto tvrzeni je zndmé jako Cinskd véta o zbytcich.

Tvrzeni 2.2: Bud m prvek F,[z]. Pak F,[z]/m je téleso <= m je ireducibilni.

Tvrzeni 2.3: V okruhu polynomi nad F, plati 27 — x = ]_[Se]Fq (x —s).

Tvrzeni 2.4: Polynom 29 — 2 nad [, je soucin vSech monickych ireducibilnich polynomi,
jejichz stupen déli d.

Tvrzeni 2.5: Multiplikativni grupa nenulovych prvka koneéného télesa je cyklicka.
Cilem této kapitoly je popsat dva zakladni algoritmy faktorizace. Ve skutec¢nosti po-

piSeme Ctyfi Castecné faktorizace, které se daji pospojovat do dvou odlisnych algoritmi
uplné faktorizace podle nasledujiciho vzoru:

Berlekampova faktorizace

Bezétvercovd faktorizace

Riznostupriovd faktorizace ‘—»‘ Stejnostupriovd faktorizace

Graf 2.6: Zavislosti ¢astecnych faktorizaci

Nyni zacneme popisovat jednotlivé castecné faktorizace.



Bezcétvercova faktorizace

O polynomu f fekneme, ze je bez ctvercu, pokud neexistuje zadny polynom g stupné
alesponi jedna takovy, ze g2 déli f. Cilem bezétvercové faktorizace je zadany polynom f
rozlozit do tvaru

f=11r

]~

i=1
tak, aby vSechny polynomy f; byly bez ¢tvercti a kazdé dva f; a f; byly nesoudélné.

Bezctvercova faktorizace je samoziejmeé slabsi nez faktorizace jako takova, jednotlivé
polynomy f; mohou byt jesté slozené. Nicméné o nich vime, Ze nemaji opakujici se délitele,
coz zjednodusi nase algoritmy faktorizace.

Nez popiseme algoritmus bezc¢tvercové faktorizace, pfipomenme si, co je to derivace
polynomu. Mame-li f polynom stupné n, f = > "' a;z", jeho derivace f’ je definovéna
jako

n—1
f'= Z(Z +1)- a4,
i=0
Navic plati, ze
1) (f+9)=f+d,
@) (f-9)=f9+[-d,
B3) (f") =n-frt-f.

Nejdiive si pfedvedeme uziteénou charakterizaci bezétvercovych polynomi.

Tvrzeni 2.7: Polynom [ je bez ¢tvercti <= NSD(f, f') = 1.

Dtikaz: Nejprve predpokladejme, ze polynom f neni bez ¢tverci. V tom piipadé
ho miizeme zapsat jako f = g*h, pfi¢emz stupein ¢ je alesponi jedna. Rozepisme si f’ =
299'h + g*h' = g(2¢g'h + gh'). Pak ale g\ f" a tedy g \ NSD(f, f'). Stupeti NSD(f, f') je
proto alespon jedna, takze NSD(f, f') # 1.

Naopak predpokladejme, ze NSD(f, f') # 1, a ozna¢me g = NSD(f, f'). Stupeni g musi
byt alesponi jedna. Vezméme ireducibilni rozklad (faktorizaci) polynomu ¢ a ozna¢me h
libovolny ireducibilni polynom stupné alespon jedna, ktery déli g. Pak plati, ze f = ha
a f" = hb. Uvazujme nyni

hb = f' = (ha) = ha + hd,

z Gehoz plyne, Ze h'\ h'a. ProtoZe je h ireducibilni a stupeti A’ je mensi nez stupen h, musi
platit, Ze h\ a. Tedy a = ha, f = hha a polynom f tak neni bez &tvercti, protoze ho déli h2.
X

Nyni méjme polynom f s bezc¢tvercovym rozkladem f = Hle f! a predpokladejme,
Ze jsme nad télesem charakteristiky nula. Derivace polynomu f je

k
= fo i SR A
i=1

Oznacéme .
o =NSD(f. f) =[] "
i=2

Pokud nyni f a ¢; vydélime, dostaneme

k
glzf/ﬁ:Hfz‘-



Nyni staci polozit
k
hy = NSD(c1,g1) = H fi
=2
a vidime, Ze plati

fi= 91/h1-

Pokud bychom chtéli dale ziskat f,, mizeme aplikovat stejny postup na ¢; = ]_[f:2 it
misto na f, a tak pokracovat ve vypoc¢tu vSech dalsich f;. Pokud si ovSem uvédomime,
Zec, = Hf:g fimt by = ]_[ffc:2 fi a Ze pro vypocet f, potfebujeme polynomy ¢y = Hf:g fi
a gy = Hf:g fi, vidime, ze dokazeme spocitat ¢y a g9 jednoduseji:

Ca :Cl/hl

g2 = hy

Nyni uz mizeme vytvorit jednoduchy iterativni algoritmus bezctvercové faktorizace pro
télesa charakteristiky nula.

procedure BezctvercovaF(f) : spocte bezétvercovy rozklad polynomu f
nad télesem charakteristiky 0
if deg f = 0 then return f
c+ NSD(f, f); g« f/le; i+0
while deg g > 0 do
1+ 1+1
h <+ NSD(c,g);  fi+ g/h
g« h; c<+c/h
return (fy,..., f;)

Algoritmus 2.8: Bezctvercova faktorizace pro télesa charakteristiky 0

Télesa charakteristiky nula jsme sice vytesili, ale vSechna kone¢na télesa maji charak-
teristiku nenulovou. Pfedpokladejme odted, Ze méame téleso s prvociselnou charakteristi-
kou p. Pravé popsany algoritmus bezctvercové faktorizace nebude nyni bohuzel spravné
fungovat. Problém je v tom, ze

(xtp)/ =tp-a? 1 =0-t-2?7 1 =0.

Zkusme vysledovat, co pfesné pravé popsany algoritmus vypocte, kdyz ho pouzi-
jeme na téleso charakteristiky p. Méjme polynom f s bezctvercovym rozkladem ]_[/f:1 fi.
Oznacme si ty faktory, které umocﬁujeme na néjaky nasobek p, jako F;. Polynom f
muzeme tedy zapsat jako [, 2ip i 11 j:thj] . Nyni budeme postupovat podle algoritmu
a dostaneme, zZe

s

!/

e e e (e

i#tp  j=tp itp j=tp i#tp j=tp
!/
- [Hﬁ] .HF?f'_FHfii.O: (Zfl"'i'ff_l'f{'“f/f> . HF]J
i#tp j=tp i#tp i#tp Jj=tp
Dale tedy

o =NSD(f, /)y =[] 1] F.

1#tp i=tp



g=1[lc= Hfm
i#£tp

hy =NSD(cr,g1) = [] £

1#£tp,i>2

fi= gl/hl-

Zatim vSecho funguje. Kdyz budeme pokracovat dal, dostaneme

cy=c1/hy = H fi-t. HF]

1#£tp,i>2 i=tp

IT

i#tp,i>2

a obecné

cg=cia/lia= 1] £ 1] F

i#tp,i>] i=tp

11 7

i#tp,i>]

Algoritmus bude tim padem fungovat jenom ¢asteéné — uré¢i vsechny faktory bezctver-
cového rozkladu, jejichz mocnina neni délena charakteristikou télesa.

Po skonceni algoritmu se nam tedy mtize stat, ze g, = 1 a ¢, = ]_[j:tp Fjj # 1.
Ukazeme, ze v tomto pripadé musi byt polynom ¢, p-t4 mocnina néjakého polynomu.

Nejdiive si viimneme, Ze ¢;, = 0, protoZe mocniny vSech faktort £ jsou déleny charak-
teristikou p. Polynom ¢y, si zapisme jako ). a;2". Jeho derivace je nulovd, takze nenulové
koeficienty mohou byt jenom ty a;, pro které je i nasobek charakteristiky télesa, ¢ili jenom
koeficienty a,. Polynom ¢y, 1ze tedy zapsat jako ), a;pz®. Nyni uz stacéi jenom jednoduchy

vypocet
P
Cp = E a;r? = [g aipr]
i i

Polynom ¢; je tedy mocninou néjakého polynomu, dokonce vime, jak tento polynom
zkonstruovat. Ozna¢me ho ck/ P,

Zbyva tedy vytesit, jak ziskat bezctvercové faktory polynomu c;. Protoze je to p-ta
mocnina polynomu c,l§ muzeme pouzit rekurzi — staci algoritmus spustit na polynom ck/ P
a mocninu vsech vracenych faktort pak vynasobit charakteristikou p. Tim vznika nasle-
dujici algoritmus.

procedure BezétvercovaF (¢ = p™, f) : spocte bezétvercovy rozklad
polynomu f nad F,
if deg f = 0 then return f
c+ NSD(f, f); g« fle; i+0
while deg g > 0 do
1+ 1+1
h < NSD(c,g9);  fi< g/h
g« h; c<+c/h
if deg ¢ > 0 then (f,, fap, ..., fi,) < BezctvercovaF (p™, cl/p)
return (fh ooy fmax(i,tp))

Algoritmus 2.9: Bezctvercova faktorizace pro konec¢na télesa

10



Tvrzeni 2.9: Algoritmus pracuje spravné a v polynomidlnim case vzhledem k n.
Dtikaz: Spravnost algoritmu plyne z popisu. Co se tyce polynomiality, jeden pri-

chod while cyklem spocitda NSD a dvakrat vydéli polynomy stupné nejvys n. Téchto
pruchodi mize byt nejvys n, takze cely algoritmus kromé rekurzivniho volani pouzije
n+ 1 NSD a 2n + 1 déleni polynom, vse pro polynomy stupné nejvys n. To je jisté jen
polynomialné mnoho operaci nad télesem F,. Ozna¢me tento pocet C(n).

Co se tyce rekurzivniho volani, dtlezité je si vSimnout, Ze rekurzivné volame algorit-
mus na polynom, jehoz stupen je nejvys n/p. Ozna¢me T'(n) pocet operaci nad F, pro
dokonceni algoritmu pro polynom stupné n. Pak

Ty < 0o+ <30 () 1LY o = ;g o S

Takze rekurzivni volani na slozitosti nepfida a slozitost algoritmu odpovida slozitosti
n vypocti NSD a n déleni polynomd.
X
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Berlekamptv algoritmus

Nyni popiseme deterministicky algoritmus pro faktorizaci bez¢tvercového polynomu.
Jedna se o jeden z prvnich a nejznaméjsich algoritmi faktorizace, ktery byl poprvé popsan
v [2]. Mé&jme bezétvercovy polynom f stupné n nad F,, kterj chceme rozlozit. Oznac¢me
si V =T,[z]/f, coz je kromé okruhu také vektorovy prostor nad F, dimenze n.

Polozme W = {v € V : v? = v}. Pokud ztotoznime prvky V s jejich reprezentanty
stupné mensiho nez n, mizeme se na W divat jako na mnozinu

W ={veF,[z]:deg v <nAv!=v(mod f)}.
Tato mnozina, znama jako Berlekampova podalgebra, hraje hlavni roli v celém algoritmu.

Tvrzeni 2.10: W je podprostor vektorového prostoru V.

Dukaz: Potifebujeme dokazat uzavienost na séitani a skaldrni nasobeni. At jsou
tedy f,g € W. Pak (f + g)? = f?+ g7, protoze kombinacni ¢isla (?) jsou pro vSechna
i€{l,...,q— 1} délitelnd charakteristikou télesa. Mame tedy (f+¢)? = f1+g¢?= f+y,
coz dokazuje uzavienost na séitani.

Nyni méjme f € W a c € F, a pocitejme: (c- f)? = ¢ f9 = c- f, coz dokazuje
uzavienost na skalarni nasobeni.

X

Piedpokladejme ted na chvili, Ze zadany polynom f je ireducibilni. V' je potom dle
(2.2) také téleso. Polynom y? — y € V[y| tedy miize mit nejvys ¢ kofent, pficemz kazdy
prvek télesa F, dle tvrzeni (2.3) kofenem je. Kofent polynomu y?” —y je tim padem pravé ¢
a mnozinu W miZeme ztotoZnit s F,, tj. s mnoZinou vSech polynomi z V' stupné nula.
Proto je v tomto ptripadé dimenze W rovna jedné.

Uz vime, jakou ma W dimenzi, kdyz je zadané f ireducibilni. Ale co kdyz neni?

Tvrzeni 2.11: Bud bezétvercovy polynom [ soucin ireducibilnich polynomi f; - - - f;. Pak
ma W dimenzi k.

Duikaz: Protoze je f bezctvercovy, jsou jeho faktory navzajem nesoudélné. Ozna-
¢ime si V; = F,[z]/fi a W; = {v € V;:v?=v}. Podle Cinské véty o zbytcich (2.1) je
zobrazeni ¢ : V. — Vi x ... x V} definované jako ¢(a) = (@ mod fi,...,a mod f)
isomorfismus okruhii.

Uvazujme zobrazeni i definované jako ¢, které ale omezime na W. Pak
1. : W = W, x...x W,, protoze kdyz v? = v (mod f), také v? = v (mod f;).
2. 9 je isomorfismus. Protoze je ¢ definovano pomoci ¢, je to prosty homomorfismus.
Musime ukéazat, zZe je 1) na.
Bud (wq,...,w) € Wy x ... x W,. Protoze ¢ je na, existuje v, ze p(v) =
(wy, ..., wy). My chceme ukazat, ze v je prvek W. Protoze

() = (i, ..., wl) = (wy,...,w) = p(v)
a protoze je  isomorfismus, v? = v, a tedy v € W.
W je tim padem isomorfni s W x...xW,. Protoze je ale kazdy polynom f; ireducibilni,
je kazdé V; téleso, a tedy kazdé W; je ztotoZnitelné s IF,. Tedy W je vektorovy prostor

nad IFq dimenze k.
X

Ted tedy vime, jak pomoci W poznat pocet ireducibilnich faktori zadaného polynomu.
Co kdybychom ale chtéli jednotlivé faktory také najit? K tomu nam bude

Tvrzeni 2.12: Bud f monicky bezctvercovy polynom nad F, a w libovolny polynom z W
stupné alespon 1. Pak plati

f=]] NSD(w s, f).

s€ly
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Dukaz: Predpokladejme, ze f = fi--- fr. Z tvrzeni (2.3) vime, ze v F,[z] plati
19 — x =[] cp,(z — 5). Proto plati

wq—w:H(w—s).

s€lfy

Protoze w? = w (mod f), pro kazdé f; plati, ze f; \ w? — w = HsE]Fq (w — s). Jelikoz
jsou vSechny polynomy (w — s) navzajem nesoudélné, existuje pro kazdy faktor f; pravé
jedno s;, ze f; \ w — s;. Proto

j} \ PJSI)(U)__Siaf)v

a tim padem

o\ HNSD(w—si,f) \ [ NSD(w s, f).

s€lfy

Naopak kazdy ¢len NSD(w — s, f) déli f, takze mame, ze

[ NSD(w—s.f) \ f

s€lfy

Proto se polynomy f a HSqu NSD(w — s, f) navzajem déli, z ¢ehoz plyne, Ze jeden je
konstantni nasobek druhého. Oba jsou ovsem monické, proto musi byt shodné.
X

Toto tvrzeni ndm dava navod, jak lze polynom f faktorizovat. Vezmeme-li w € W,
kazdy vyraz (w — s) ma stupen mensi nez f a faktorizace f = HsE]Fq NSD(w — s, f) proto
obsahuje alesponn dva netrivialni faktory polynomu f. Ty pak mutzeme déle faktorizovat
pouzitim jinych vektori z W. Zkouset vsechny vektory ve W ale neni dobry napad, protoze
jich je ¢*. Jenomze W je vektorovy prostor, a proto nam staci pouzit k linedrné nezavisljch
vektord pro uplnou faktorizaci polynomu f.

Radi bychom tedy ziskali bazi W, ktera nam poslouzi jak pro stanoveni poctu faktort
zadaného polynomu f, tak pro jejich ziskani.

Méjme polynom f stupné n. Vime, ze W = {v € F,[z] : deg v < n Av?=wv (mod f)}
To miizeme zapsat jako

W = {v = (vgy. -+, Up_1): ilezl = ivle (mod f)} =

i=0 i=0
n—1 n—1

= {U = (Vgy -y Up_1) Zvixzq = Zvixz (mod f)} =
i=0 i=0
n—1 n—1

= {v:(vo,...,vn_l) :Zvi(:ﬁq mod f) = vixl} —
i=0 i=0
n—1 n—1

= {v:(vo,...,vn_l) : v; (2" mod f) — vixZ:O}.
i=0 i=0

Pokud oznac¢ime [ jako jednotkovou matici velikosti n x n a @) jako matici n x n, jejiz
sloupce tvoii koeficienty vektortt z° mod f, 2% mod f,...,z™ D% mod f, miZeme prepsat

definici W na
W={v=(vg.,0,1): 0=Qu' —Tv' =(Q—1I'"}.

Odtud vidime, ze W je nulovy prostor matice () —I, jehoz bazi mtizeme jednoduse spocitat
pomoci Gaussovy eliminace. Shriime vSechny ziskané informace do nésledujiciho
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Tvrzeni 2.13: Bud f bezétvercovy polynom stupné n nad F,, Iy, jednotkovad matice
a Q,xn, matice, jejiz sloupce tvoii koeficienty polynomti 2° mod f,2? mod f,z?? mod f, ...
..., 2" V% mod f. Oznaéme bazi nulového prostoru matice Q — I jako {wy, ..., w;}. Pak
1. pocet prvki baze, k, odpovida poc¢tu ireducibilnich faktori v rozkladu f,
2. protoze 17 =1, je (1,0,...,0) € W, a tedy BUNO w; = (1,0,...,0),
3. pochopime-li vektory ws, ..., w; jako polynomy, plati f = Hsequ NSD(w; — s, f).
X

procedure BerlekampovaF(q, f) : faktorizuje bezctvercovy f € F,[z]
@ < matice n x n se sloupci 2° mod f,z? mod f, ...,z Y9 mod f
((1,0,...,0),ws, ..., w;) < baze nulového prostoru matice Q) — I
142
faktory < {f}
while |faktory| < k do
foreach g € faktory do
foreach s € F, do
¢ < NSD(w; — s, 9)
if deg ¢ > 0 A deg ¢ < deg g then
faktory < faktory \ {g} U{c,g/c}
g+ gje
14 1+1
return faktory

Algoritmus 2.14: Berlekampova faktorizace bezcétvercového polynomu

Tvrzeni 2.14: Algoritmus pracuje spravné a v polynomialnim case vzhledem k n a q.
Dtikaz: Casova slozitost nejvnitingjsiho cyklu je stejna jako jeden NSD a jedno
déleni. Pocet opakovani cykld v potfadi od nejvnitinéjsiho je g-krat pro s € F,, dale n-krat
pro g € faktory a n-krat pro vnéjsi cyklus. Casova slozitost viech cyklt algoritmu je tedy
v nejhor$im gn?-krat sloZitost nalezeni NSD a déleni.
Co se tyce efektivniho vytvoreni matice (), nejprve spocteme x? mod f a kazdy dalsi
fadek 2% mod f ziskdme jako (Vg - 29 mod f, protoze oba tyto polynomy uZ zname.
To vse zvlddneme pomoci ¢ + n nasobeni polynomii. Jesté chybi slozitost nalezeni béaze

nulového prostoru, coz zvladneme Gaussovou eliminaci v ¢ase n?.

X

Nepiijemna je zavislost na ¢, tj. na poc¢tu prvkt pouzitého télesa. Popsany algoritmus
je sice mozné modifikovat na pravdépodobnostni, ktery je v priméru polynomialni vzhle-
dem k n a logq (je popsan napiiklad v [3]), ale potfeba hledani béze nulového prostoru
cely algoritmus velmi brzdi. Proto dale popiseme jiny pravdépodobnostni algoritmus, je-
hoz priamérny ¢as bude také polynomialni vzhledem k n a log ¢ a ktery Gaussovu eliminaci
nebude muset provadét.

Pro dplnou korektnost bychom jesté méli dokéazat, ze kazda baze W uplné faktorizuje
polynom f, tj. Zze oddéli kazdé dva jeho faktory. Méme tedy BUNO f, a f, faktory f.
Nejprve nahlédneme, Ze viibec existuje polynom w € W, ktery je oddéli: podle Cinské véty
o zbytcich (2.1) existuje pravé jeden polynom w takovy, Ze w mod f; = 1 a pro ostatni f;
je w mod f; = 0. Protoze w? = w (mod f;) pro kazdé f;, dle stejné véty je w € W. Tento
polynom oddéli f; a fy, jelikoz f;\w—1a f,\ w, a mizeme ho zapsat jako w = Zle a;w;.

Nyni pro spor predpokladejme, ze zadny prvek wy, ..., w, faktory f; a fo neoddélil,
takze ke kazdému w; existuje konstanta s;, ze fi fo\w;—s;. Pak ale fi f5\ Zle a;(w;—s;) =
w— Zle a;S;, Oz je ve sporu s tim, ze polynom w oddéli f; a fs.
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Rtznostupnova faktorizace

Nyni popiseme dalsi algoritmus faktorizace bezc¢tvercového polynomu. Tento algorit-
mus ma dvé ¢asti. Prvni je ruznostupriovd faktorizace, jejimz cilem je rozlozit bezc¢tvercovy
polynom f na [], f;, kde kazdy polynom f; je soucin vsSech ireducibilnich faktort poly-
nomu f, jejichz stupen je i.

Druha faze, stejnostupnovd faktorizace, méa za kol rozkladat bezétvercovy polynom,
jehoz faktory maji stejny stupen. Tuto faktorizaci pouzijeme na kazdé netrivialni f;, které
vznikne pri riznostupnové faktorizaci.

Nejprve si popiseme ruznostupnovou faktorizaci. Tato faktorizace, kterd je popsana
napiiklad v [9], je jeSté deterministicka. Ndhodu budeme muset pouZit az pfi stejnostup-
nové faktorizaci.

Piipometime si tvrzeni (2.4). To tvrdi, Ze 29" — x je soudinem vech monickych iredu-
cibilnich polynomi nad F,, jejichZ stupeii déli d. Toto tvrzeni nam davé jasny navod, jak
muzeme ruznostupnovou faktorizaci provést. Protoze x? — x je soucin vsech ireducibilnich
polynomu stupné jedna, urcité je f; = NSD(z? — x, f). Navic v rozkladu polynomu f/f;
uz zadné polynomy stupné jedna nejsou, takze fy = NSD(wq2 —x, f/f1) a stejnou tvahou

dostaneme, ze
- NSD ( o L) |
Hj:l fj

ProtozZe ale NSD(a,b) = NSD(a — b,b), miZeme tuto rovnost prepsat na pouzitelnéjsi

f; = NSD (xqi — x mod f, ﬁ) .

procedure RuznostupniovaF(q, f) : raznostupniové faktorizuje bezétvercovy
polynom f nad télesem F,
1+ 0; W 4— T;
while deg f > 0 do
1+ 1+1;  w<+ wimod f
fi < NSD(w — z, f)
return (fi, fo,..., f;)

Algoritmus 2.15: Ruznostupnova faktorizace

Tvrzeni 2.15: Algoritmus pracuje spravné a v polynomialnim case vzhledem k n a logq.
Dikaz: Jedind zména algoritmu od popsaného postupu je postupné pocitani po-
lynomu 24 — z. Algoritmus vyuziva toho, ze ¢ = (qu)q. V i-tém prichodu cyklem je
tedy w = 27, w — = je pozadovany polynom a algoritmus proto pracuje spravné.
Co se Casové slozitosti tyce, jeden prichod cyklem vyzaduje spocitani jednoho NSD,
dale log ¢ nasobeni polynomt pro vypocitani w? a jedno déleni, které miizeme zanedbat,

Vv

slozitost je omezena slozitosti n NSD a nlog ¢ nasobeni.

X
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Stejnostupnova faktorizace

Ukolem stejnostupiiové faktorizace je rozlozit zadany bezétvercovy polynom, jehoz
ireducibilni faktory maji vSechny stupen d, pficemz d zname. Jedna z variant této fakto-
rizace je popsana v [3].

Nejprve potiebujeme trochu teorie o odmocninéch.

Tvrzeni 2.16: Bud T konecné téleso o lichém poc¢tu prvku a S cyklickd multiplikativni
grupa nenulovych prvki télesa T', pricemz S je sudého fadu k£ a méa generator g. Pak

(1) polovina prvka S nemé druhou odmocninu a druha polovina mé pfesné dvé,

(2) jednicka druhé odmocniny m4 a jsou to jednicka a minus jednicka,

(3) ma-li a druhé odmocniny, je a*/? = 1, pokud nema, je a*/? = —1.

Diikaz: Vezméme sudou mocninu generatoru g*. Ur¢ité plati (¢°)* = ¢* a také

(g" - g* 2 = g% . g8 = g*. Takze kazda sudd mocnina generatoru, ¢ili polovina prvki,
mé alespoii dvé odmocniny a vSechny tyto odmocniny jsou navzajem rtizné. Zadné dalsi
odmocniny ale nejsou, kdyz uz jsme jich nasli k, takze bod (1) plati.

Co se ty¢e odmocniny z jednicky, uréité plati, ze 1> = 1 a (—1)* = 1, takZe jsme nasli
dvé odmocniny z jednicky. Zadné dalsi uz byt nemohou.

Pro dtikaz posledniho bodu si nejprve uvédomime, Ze jak ¢° = 1, tak ¢*/? jsou odmoc-
niny z jednicky. Tedy ¢*/? = —1. Nyni vezméme prvek a, ktery ma druhé odmocniny. Pak
je to sudd mocnina generatoru, &li a = g%. Proto a*/2 = (¢%)*/? = ¢'* = (¢*)' = (4°)' = 1.
Naopak je-li a prvek, ktery nemé druhé odmocniny, je to lichd mocnina generatoru. Takze
ak/2 — (g2z‘+1)k/2 — gik+k/2 — (gk)z . gk/2 —1. (_1) - _1.

Jesté poznamenejme, Ze cely ditkaz jsme mohli provést pro libovolnou cyklickou mul-
tiplikativni grupu sudého fadu, jenom bychom misto nedefinované —1 museli psat ¢*/2.

X

Méjme bezcétvercovy polynom f stupné k - d, ktery se sklada z k ireducibilnich poly-
nomu stupné d, f = f;--- f.. Pokud je k = 1, je faktorizace f trivialni, takze predpokla-
dejme, 7ze k > 2. Podle Cinské véty o zbytcich (2.1) je zobrazeni

@ Fylx]/f — Fylz]/fr x ... x T [2]/ fi
¢(a) = (amod fi,...,amod f;) = (¢1(a),...,¢rla))

k/2

izomorfismus okruhti.

Plati, ze f; déli a pravé tehdy, kdyz 0 = @ mod f; = ¢;(a). Pokud tedy dokézeme
najit polynom a, pro ktery bude néjaké ¢;(a) = 0 a néjaké ¢;(a) # 0, bude NSD(a, f)
netrivialni délitel f. Pomoci ného mizeme f rozdélit na dva faktory a pokud jsou tyto
netrivialni, pouzit na né jiny vhodny polynom a.

Jak ale najdeme polynom a, ktery bude spliiovat popsané podminky? Zde pfichazi
na fadu ndhoda. Pokud zvolime a jako ndhodny polynom stupné mensiho nez f, budou
viechny ¢;(a) podle Cinské véty o zbytcich také nahodné prvky téles F,[z]/f;. Chtéli
bychom, aby néjaké ¢;(a) = 0 a né&jaké ¢;(a) # 0.

Na chvili pfedpokladejme, Ze jsme nad konec¢nym télesem, jehoz charakteristika je liché
prvocislo (neni to tedy 2). Kazdé téleso F, [x]/ f; ma pak lichy pocet prvki a multiplikativni
grupa prvki tohoto télesa bez nuly mé sudy pocet prvki a je dle (2.5) cyklicka. Spliuje
tedy predpoklady posledniho tvrzeni (2.16), takze @i(a)(qd’l)/ 2 je bud jedna nebo minus
jedna a obé tyto moznosti jsou stejné pravdépodobné.

Zvolme tedy ndhodny polynom a stupné mensiho nez f. Polynomy ¢;(a) jsou pak
nahodné a ;(a) @ "V/2—1 = ¢,(a" /2 —1) je bud 0 nebo —2, p¥icemy obé tyto moznosti
jsou stejné pravdépodobné. Polynom a ndm nevyhovuje, kdyz jsou vSechny ¢; = 0 nebo
kdyz jsou vSechny @, = —2. To lze zapsat tak, Ze ndm nevyhovuje, kdyz gol(a(qd’l)/ 1) =
.= (a9 "V/2 1), coz nastéva s pravdspodobnosti 2 - (1/2)F = 2% < 1/2.
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Algoritmus bude nasledovny: vygeneruj nahodny polynom a stupné mensiho nez f
a spocitej b = a?' =D/ g ¢ = NSD(b—1, f). Pokud ¢ neni netrivialni délitel f (coz nastane
s pravdépodobnosti 2!7F < 1/2), zvol jiny polynom a. V opaéném piipadé rekurzivné
zpracuj polynomy c a f/c.

Jesté nez algoritmus zapiSeme formalné a rozebereme jeho slozitost, musime vytesit
posledni problém, a to télesa s charakteristikou 2, na které se tvrzeni (2.16) nevztahuje.
Toto tvrzeni nam pro télesa s lichou charakteristikou dava do ruky zobrazeni, které pro
vSechny prvky nabyva pouze dvou hodnot, a kazdé tato hodnota je stejné pravdépodobna.
Radi bychom néco podobného nasli také pro télesa charakteristiky 2. Poslouzi nam

Tvrzeni 2.17: Mé&jme konecné téleso Fyr a definujme T), = Zf:_ol 22 Pak
(1) 2¥ — 2 =Tu(T}, + 1),
(2) pfesné pro polovinu prvki a € For je T).(a) = 0, pro druhou polovinu je Ty (a) = 1.
Dukaz: Za¢néme bodem (1):

2

k—1 . k—1 . -1 N 2 k—1 .
T+ =T+ T |30t | T =) () - o
=0 =0 1=0 1=0

k-1 k—1 k
gi+1 9i charakteristika 2
+) =

k—1
i i k
.%’2 - E .%’2 IZ'Q —X.
1=0

Polynom 22" — z = Ty,(T, + 1) se ale nad Fy [2] dle (2.3) rozklada jako [lecr (= 9),

1=0 =0 i=1

coz znamena, ze hodnota - je po dosazeni libovolného prvku s € Fyr nulova. Takze
soufin Ty (7T}, + 1) musi byt po dosazeni prvku s také nulovy. To je ale mozné jenom
v piipadé, ze Ty (s) = 0 nebo T}(s) = 1.

Jesté potrebujeme ukazat, Ze obé moznosti jsou stejné pravdépodobné. Uvazujme
znovu rozklad 22" — z = Ty (T, + 1). Pokud je Tj(a) = 0, je a kofenem polynomu 7},
V opaéném piipadé je a kofenem polynomu 7T}, — 1. Oba tyto polynomy maji stupeii 2871,
kazdy z nich miiZe mit tedy nejvys 2871 kofentt. Prvki a, se kterymi pracujeme, je ale 2,
coz znamena, ze presné polovina z nich musi byt koreny polynomu 7}, a druhéa polovina

kofeny polynomu 7}, — 1.
X

Ted uz vime, jak se postarat i o télesa s charakteristikou 2, takZe se miZzeme pustit
do algoritmu.

procedure StejnostuptiovaF (g = p™, f,d) : stejnostupiiové faktorizuje
bezcétvercovy polynom f nad I,
if deg f < d then return {f}
do
a < nadhodny polynom nad FF, stupné mensiho nez deg f
if p=2 then b « Z?ﬁ)—l a? mod f else b+ a2 _ 1 mod f
¢+ NSD(b, f)
while c=1Vve=f
return StejnostupniovaF (p™, ¢, d) U StejnostuptiovaF (p™, f/c, d)

Algoritmus 2.18: Stejnostupnova faktorizace

Tvrzeni 2.18: Algoritmus pracuje spravné a v polynomialnim ¢ase vzhledem k n a log q.

Dikaz: Tentokrat je algoritmus pfimocarou implementaci popsaného postupu,
jehoz spravnost uz mame dokazanou.
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Nejprve si spocitejme, kolik polynomii @ musime v priméru otestovat, nez najdeme
néjaky uzitecény. Sance, Ze jeden polynom a neni uZite¢ny, je nejhtir 1/2. Ocekavany pocet
polynomt, které musime vyzkouset, nez najdeme jeden spésny, je z = 1/2-14+1/2-(1+2),
z ¢ehoz dostaneme 2z = 2.

Zjisténi, zda je polynom a pro faktorizaci uziteény, zvladneme jednim NSD a nlogg
nasobenimi. V primeéru to musime udélat dvakrat, coz nas odhad nijak nezkazi.

Znéame slozitost algoritmu bez rekurzivniho volani. Jak se ndm na slozitosti podepise
rekurze? Necht T'(n) je slozitost algoritmu pro polynom stupné n a C'(n) je slozitost algo-
ritmu bez rekurzivniho volani, tedy slozitost nalezeni uzite¢ného polynomu a. V nejhorsim
pripadé plati, ze

Tn)=Cn)+Tn-1)+T(1)=Cn)+Cn—-1)+...+4C(1)+n-T(1) <n-C(n)+n.

Slozitost celého algoritmu tedy miiZzeme odhadnout jako spoc¢teni n NSD a n?logq néa-
sobeni. Poznamenejme jenom, zZe tato analyza rekurze je velmi hrubéa, da se dokézat,
ze v pruméru je T(n) < 2logn - C(n), coZ dokdZeme pii analyze algoritmu stejnostup-
nové faktorizace v dalsi kapitole. Mizeme tim zpresnit nas odhad slozitosti na slozitost
provedeni 2logn NSD a 2nlognlog g nasobeni.

X
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3. Subkvadraticky algoritmus

Cilem této kapitoly je popsat implementace bezétvercové, riznostupnové a stejnostup-
nové faktorizace, které maji co nejmensi ¢asovou slozitost. Abychom viitbec mohli o ¢asové
slozitosti mluvit, musime fict, co ji budeme minit.

Pro nase potieby pouZijeme zjednodusenou definici. Casovou sloZitosti algoritmu,
ktery pracuje s polynomy nad télesem IF,, budeme rozumét pocet elementarnich ope-
raci s prvky télesa IF,, které musi algoritmus vykonat. Budeme ji vyjadiovat jako funkci
velikosti vstupu, nejcastéji budeme pouzivat n, stupen zpracovavaného polynomu, a ¢, po-
¢et prvki télesa, nad kterym pracujeme. Budeme pouzivat slozitost v nejhorsim pripadé,
takze casova slozitost udava nejvetsi pouzity pocet operaci, ktery je treba pro zpracovani
libovolného korektniho vstupu dané délky.

Urcit presnou ¢asovou slozitost je ale docela narocné, takze budeme pro jednoduchost
pracovat pouze s asymptotickou ¢asovou slozitosti. Rekneme, Ze funkce f : N — N je
O(g), pokud existuji kladné konstanty ¢ a ng takové, ze Vn > ng : f(n) < c-g(n). Casovou
slozitost pak budeme vyjadfovat pomoci zavedeného symbolu O.

Nage definice bere v ivahu jenom operace provadéné nad télesem, ale nepocita cykly,
testovani podminek, volani procedur ani jinou rezii programu. U vSech popsanych al-
goritmu lze vsak jednodusSe nahlédnout, Ze je tato rezie vzhledem k poctu operaci nad
télesem zanedbatelné.

Nyni si popiseme tupravy, které budeme s asymptotickymi slozitostmi casto provadét.
Nejprve si uvédomime, ze pokud pouzivame v asymptotické slozitosti logaritmus, nezalezi
na jeho zakladu. Protoze

log,.b

1 =
084 b log,a’

vsechny logaritmy se lisi jenom o konstantu a ta se ,,do O-cka schova“.

Déle si uvédomime, ze O(logn) je O(n®) pro libovolné kladné e. To bude platit, pokud
logn < n°. To ale miizeme pro dostatecné velka n prepsat na loglogn < e-logn. Pokud by
vpravo nebyla konstanta ¢, dané nerovnost pro dostatecné velka n jisté plati. Konstantu
ale mizeme schovat do O-¢ka, takze opravdu O(logn) je O(n®). Tuto skutecnost budeme
zapisovat jako O(logn) je O(n°W), kde (1) znadi libovolné malé kladné é&slo.

Abychom mohli urcovat ¢asovou slozitost co nejpfesnéji, musime si Fici, jak rychle
dokaZeme provadét aritmetické operace s polynomy nad F,. Uvedené algoritmy lze najit
napiiklad v knize [5]. Budou nés zajimat nésledujici operace:

e séitdni a odcitdani polynomu stupné nejvyse n dokdzeme pomoci O(n) operaci
nad F,. Staci ndm k tomu klasicky Skolni algoritmus.

* nasobeni dvou polynomi stupné nejvyse n dokdzeme provést pomoci

o O(n?) operaci nad F, pouzitim klasického $kolniho algoritmu,
o O(n'823) operaci nad [F, pomoci algoritmu Karatsuba € Ofman,
o O(nlognloglogn) operaci nad I, uzitim algoritmi zalozenych na FFT. Jde
kuptikladu o algoritmy Schionhage € Strassen nebo Cantor € Kaltofen.
Protoze budeme asymptotickou slozitost nasobeni potfebovat casto, polozime
M(n) = nlog nloglogn. Téz mnohokrat vyuzijeme faktu >, M(n;) < M (D . n;),
ktery plyne z M(n) > n.

e délent se zbytkem dvou polynomt stupné nejvys n mizeme provést v ¢ase odpo-
vidajicim ¢asu ¢tyf nésobeni (pouzitim Newtonovy iterace). Dostavame se tedy
také na cas O(M(n)).

e umocnéni polynomu stupné n na d € N dokazeme provést binarnim umocniovanim
pomoci O(logd) nasobeni, tedy v ¢ase O(M (n)logd).
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* nejuétsi spolecny délitel polynomt stupné nanejvys n mizeme hledat
o modularnim Euklidovym algoritmem, z ¢ehoz vyjde slozitost O(n?),
o slozitym rekurzivnim postupem, jehoz sloZitost je O(M (n)logn).
e vyhodnoceni polynomu stupné n v jednom bodé dokazeme pomoci tzv. Hornerova
schématu pomoci O(n) operaci. Staci si v§imnout, Ze hledana hodnota je rovna

n

> a0t = T Q) + )+ ta) ) + 0

coz uz dokazeme spocitat pomoci n nasobeni a n séitani prvki télesa I, .

e vyhodnoceni polynomu stupné n v m bodech bychom dokazali vytesit opakovanim
Hornerova schématu v ¢ase O(nm), nicméné jde vymyslet efektivnéjsi rekurzivni
algoritmus se slozitosti O(M (m)logm + M(n)).

e ziskat zbytky po déleni jednoho polynomu stupné n nékolika polynomy doka-
zeme pomoci opakovaného déleni. Pokud je ale stupen soucinu polynomi, kte-
rymi chceme délit, roven m, stejné jako v minulé operaci mizeme pouzit (dokonce
velmi podobny) rekurzivni algoritmus se slozitosti O(M (m)logm + M(n)).

Mimo polynomt budeme muset nasobit také matice, proto nasleduje

Tvrzeni 3.1: Bud A a B matice o velikostech n x n. Oznaéme w nejmensi exponent

takovy, ze dokdZeme zadané matice vynasobit v case O(n“). Tvrdime, ze w < 2.376,

a predpokladame w > 2.

Diikaz tohoto tvrzeni je velice komplikovany a lze ho nalézt v Coppersmith € Winograd [4].
X

Kromé jiz popsanych operaci budeme pouzivat jesté skldddni polynomd, g(h) mod f,
jehoz vysledkem je ). g;h' mod f. Pomoci Hornerova schématu ho dokdZeme provést
pomoci O(n-M(n)) operaci nad F,. Nicméné pomoci rychlého nasobeni matic ho dokazeme
provést jesté rychleji.

procedure SkladaniPolynomti(q,f,g,h) : spocte g(h) mod f
n<deg f;  m« [vn]

Najdi gg, ..., gm_1 stupné nejvys m, aby g = Z?Z)l g™
hg<1;, for1<i<mdoh;<+ h,_;-hmod f

Vytvor matici G velikosti m x m, jejiz fadky jsou go, ..., Gm_1
Vytvor matici H velikosti m x n, jejiz radky jsou hg, ..., hy,_1
B + G- H, radky této matice oznac jako b, ..., b,,_1

return Y7 ' b; - (h™)° mod f

Algoritmus 3.2: Skladani polynomt pomoci maticového nasobeni

Tvrzeni 3.2: Jsou-li stupné f,g,h nejvys n, vyda algoritmus spravny vysledek v case
O(n@*tV/2), Pouzitim odhadu pro w dostaneme O(n'%%).

Dtikaz: Cinnost algoritmu mfiZeme rozepsat jako nasledujici maticové nasobeni.

9o 1 bo
g1 h mod f _ by
Im—1 hmil mod f bmfl

Vzhledem k vlastnostem maticového nasobeni urcité plati, ze b, = g;(h) mod f. Cely

vysledek algoritmu je tedy 22161 bi-(h™)  mod f = Z;ial gi(h)-h™ mod f = g(h) mod f.

20



Nyni urc¢ime slozitost. Nalezeni polynomt g¢; zvladneme v linedrnim case, h; doka-
zeme spocitat pomoci m nasobeni, ¢ili v ¢ase O(y/nM(n)). Poté musime vyndsobit matice
o rozmérech m x m a m x n. To mizeme udélat tak, ze provedeme m nasobeni matic
o rozmérech m x m, ¢li v éase O(mm®) = O(n“+Y/2). Zavéreénou sumu mizeme vy-
hodnotit Hornerovym schématem, coz nés stoji opét O(y/nM (n)) operaci nad F,. Pokud
predpokladame w > 2, nejnarocnéjsi je pravé maticové nasobeni, takze slozitost celého
algoritmu je slibovanjch O(n@+/2),

X

Jesté popiseme vylepseni pravé popsaného skladani, které bude efektivnéjsi, budeme-li
skladat vic nez jeden polynom.

procedure SkladaniMnoha(q, f, g1, .., g, h) : spocte vSechna g;(h) mod f
n<deg f;  m <« [Vnk]

Pro kazdy g; najdi g, o, - - . , §in/m—1 Stupné nejvys m, aby g; = Z?L’g—l gia™
hg<1;, forl1<i<mdoh;<+ h,_;-hmod f

Vytvol matici G velikosti m x m s fadky gi,0, .- -, G1.n/m—1,92,0 - - > Je;n/m—1
Vytvor matici H velikosti m x n s tadky hg, ..., hy,—1
B < G- H, tadky této matice oznac jako b1 g,...,b1n/m—1,020,- -0k n/m—1

return (3057 by ;- (B mod f, ..., 300 by - (h™) mod f)

Algoritmus 3.3: Skladani mnoha polynomt pomoci maticového nasobeni

Tvrzeni 3.3: Jsou-li vSechny polynomy stupné nejvys n a je-li k < n, funguje algoritmus
v ¢ase O(n@HD/2E@=D/2y Po dosazeni za w dostaneme O (n!68810-658),

Diikaz: Co se tyce spravnosti, algoritmus funguje stejné jako piedchozi, jenom
funguje pro vic polynomi najednou, takze spravnost plyne ze spravnosti jednoduché verze
sklédéni. Casova slozitost pocitani h; je O(vnkM(n)), nasobeni matic stoji O(Zm*) =
O(nWV2Ew=1/2) 5 zavéreéné kombinovani vysledkt trva opét O(v/nkM(n)). Stejné

vevs

X
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Bezcétvercova faktorizace

Nasim cilem je zrychlit algoritmus bezctvercové faktorizace. V minulé kapitole jsme
popsali algoritmus, jehoz slozitost byla v nejhorsim pfipadé rovna slozitosti n NSD. Nyni
algoritmus vylepsime o cely tad, jeho slozitost bude asymptoticky odpovidat slozitosti
NSD. Tuto vylepsenou verzi algoritmu pro télesa charakteristiky nula jsme prevzali z [11].

Opét tedy zacnéme s télesem charakteristiky nula a méjme nad nim polynom f,
jehoz bezctvercova faktorizace je ]_[f:1 fi, kde vsechny f; jsou bezétvercové. Hlavni roli
ve vypoctu budou hrat polynomy

k /

:
UZ:Hfj a wi:Z(j—ile)-%-vi.
j=i

j=i J

Vyhoda téchto polynomt je v tom, Ze maji malé stupné, kazdé f; se v nich nachdzi
pouze v prvni mocniné. K tomu, abychom jednotlivé f; dokazali odliSit, nepouzivime
tedy stupen jejich vyskytu, ale koeficient u prislusné c¢asti polynomu w;.

Nejprve si ukazme, jak mtizeme tyto polynomy induktivné pocitat. Na zacatku staci
polozit ¢ = NSD(f, ') = ]_[/f:2 fi=!, a pak dopocitat hledané polynomy jako

=f/c a w =f/ec

Nyni pfedpokladejme, ze zname v;, w; a f;. Chtéli bychom pomoci nich spocitat hodnoty
Vi11 @ w;y1. Nejprve si ozna¢me

di:

»»Mw
Eal
SH|Se
Eal

/! /
J—H’l L'Ui_z_'vi: Z (j_i)‘ﬁ'vi,
z ¢ehoz uz pak jednoduse dostaneme, ze

Vi = Ui/ fi & wip =di/ fi = (w; — U;)/fz

Zbyva vytesit posledni a nejtézsi tkol, a to jak z hodnot v; a w; urcit f;. Uvazujme,
jak vypadd NSD(v;,d;) = NSD(v;, w; — v;). Faktory (ne nutné ireducibilni) polynomu v;
jsou fi, fixrso oo Ja )
e Polynom f; déli d;, protoze d; = Zf:z =) ;—j -v; a f; se vyskytuje v kazdém
¢lenu sumy.
e Pro kazdy polynom f;, j # i, je NSD(f;,d;) = 1. To proto, ze f; je bez¢tvercovy,
tim padem je dle (2.7) NSD(f;, f;) = 1, a tedy také NSD(f;, (j —4)- f;/f;-v:) = L.

Hledané f; je tedy rovno NSD(v;, d;). Z popsanych rovnosti vznikne nasledujici algoritmus.

procedure BezétvercovaF(f) : f polynom nad télesem charakteristiky 0
if deg f = 0 then return f
c+ NSD(f, f); v+ fle; w<+f'Je; i+0
while deg v > 0 do
1+ 1+1
d+w—1'";  fi < NSD(v,d)
veu/fy we dff,
return (f1,..., f;)

Algoritmus 3.4: Rychla bezctvercova faktorizace pro télesa charakteristiky 0

Tvrzeni 3.4: Algoritmus pracuje korektné v Case asymptoticky rovném casu spocitani
jednoho NSD polynomii stupné nejvys n, tedy v case O(n!+toW).
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Diikaz: Zbyva dokazat slozitost algoritmu. V i-tém priichodu cyklem musime spo-
¢itat nad polynomy Stupné deg v; a deg w; dveé déleni jedno odeéiténi derivaci a je—
jednoho nerets1ho spolecného délitele polynomu v; a d;. Oznacme N(m) slozitost na-
lezeni NSD polynomu stupne nejvys m a uvédomme si, ze deg v; > deg d;. Slozitost
celého algorltmu je pak ZZ | N(deg v;). Vime, ze v; = 1 i—i [j, z toho dostaneme rovnost
deg v; = Z ;=i deg f;, a tedy slozitost celé¢ho algoritmu je

ZN(degv (n<)>nN<Zdegv):N<ZZdegfj>:

i=1 i=1 j=i

i

_N <Zz - deg fi) L N e 1) = M),

X

Nyni zkoumejme, jak bude tento algoritmus fungovat na télesech prvociselné charak-
teristiky p. Nejprve si uvédomime, Ze pro kazdé f; je f; # 0. Pokud by totiz byla derivace
f; nulova, f; =" a;a™ = (3, a;2")" a f; by nebyl beze ¢tverct.

Polynom w; = Zlejfj’/f] -v; je nad F,m roven Zlej mod p- f}/ f;- vy, takze algo-
ritmus ndm mocninu kazdého bezctvercového faktoru f; urci jako ¢ mod p. Je-li mocnina
néjakého f; je vétsi nebo rovna p, musime tuto situaci osetfit. Az algoritmus dobéhne a
vyda gi,...,g;, miZeme spocitat zbytek 2 = f/(g1g5 - gi). Pokud byly mocniny vsech
faktort mensi nez p, je stupen polynomu z nula a hledané f; jsou rovny nalezenym g;.

Kdyz je ale stupen polynomu z alespon jedna, musime dopocitat spravné mocniny

bezétvercovych faktorii. Hodnota polynomu z je rovna [[, f7 Li/p] , takzZe je to (stejné jako

1/p

v kapitole jedna) p-t4 mocnina polynomu z/ =1L/ li/P) Tento polynom muzeme zpraco-

vat rekurzivné a ziskdme tak faktory (zq, ..., 2;), pfi¢emz z; je soucin vSech bezétvercovych
faktora f;, pro které je |k/p| = j.
Mame tedy faktory gi,...,g;, pficemz g; je soucin bezc¢tvercovych faktort fj pro

k mod p = j, afaktory zy,. .., 2, kde z; je soucin bez¢tvercovych faktort fi pro |k/p| = j.
Dopocitat hledané f; je ted uz Jednoduche fipte Pro 1 < jal <k <p je NSD(gx,2;),
fjp je to, co zbylo ze z;, a f; pro 1 < j < p je to, co zbylo z g;. Vyrazem ,zbylo“ myslime
takové faktory, které jsme zatim nepouzili v Zddném polynomu f;.

Tim vznika algoritmus bezc¢tvercové faktorizace pro konecna télesa.

procedure BezctvercovaF(q = p™, f) : f polynom nad télesem IF,
if deg f = 0 then return f
c+ NSD(f, f); v fle; w<+f'Je; i+0
while deg v > 0 do
1+ 1+1
d+w—1'"; g+ NSD(v,d)
v v/g;  wdfg
2 f/(9195- - i)
if deg z = 0 then return (g, ..., g;)
(21,...,2) < BezétvercovaF (p™, z'/P)
fori+1<j<p—-1dog;«+1
for 1 <j<p-1,1<k<tdo fy,.; < NSD(g;, 2)
for 1 <k <tdo fi, < 2/ (frpr1fip+2 " frp+p—1)
for 1 <j<p-—1do fj < g;/(fprifoprj " fiprs)
return (fi,..., fz), kde tp < k < (t + 1)p je nejvétsi takové, ze deg fr, > 0

Algoritmus 3.5: Rychla bezctvercova faktorizace pro konec¢na télesa
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Tvrzeni 3.5: Algoritmus pracuje spravné a v ¢ase O(N(n)), tedy v ¢ase O(n'+oW)),

Drikaz: Na spravnosti neni co dokazovat, algoritmus je pfimou implementaci po-
psaného postupu. Zato dokazat casovou slozitost nam da dost prace.

Nejdrive si uvédomime, za jak dlouho dokazeme spocitat soucin ]_[/f:1 h;, pokud je
> ;deg h; = m. Budeme to délat po krocich. V kazdém kroku spocitdme soucin dvou
ysousednich® polynomt. V prvnim kroku spocitame souciny hy - ho, hs - hy, ..., hy_q1 - hy,
v druhém kroku spocitame souciny hjhg - hshy, ..., hi_shg_o - hy_1h;, atd. Téchto krokt
bude log, k, protoze na zac¢atku je polynomi k a v kazdém kroku jejich pocet klesne na
polovinu. V jednom kroku se s kazdym polynomem h; pracuje pravé jednou, takze slozi-
tost jednoho kroku mizeme omezit slozitosti O(M (35 deg h;)) = O(M(m)). Celkova
slozitost je tedy O(M(m)logk).

Nyni provedeme analyzu ¢asové slozitosti algoritmu bez rekurzivniho volani. Algorit-
mus musi ve svém béhu kromé rekurzivniho volani spocitat

* (g1,-..,9;): z predchoziho algoritmu jiz vime, Ze to zvladneme v ¢ase O(N(n)).

e 2= f/(g193- - g}): soucin polynomii gj-‘ dokazeme dle vyse uvedeného pozorovani
spocitat v ¢ase O(M(n)logn) = O(N(n)). Pak uz jen vydélime v ¢ase O(M(n)).

® NSD(gj,2,) pro1 < j < p—1al <k <t abychom doséhli dobré sloZitosti,
budeme muset udélat pfedvypocet — spocitat si g; mod z;, pro kazdé j a k. Poté
budeme misto NSD(g;, 2) pocitat NSD(g; mod 2, 2x), coz je jisté ekvivalentni.
Nejdfive urc¢ime slozitost predvypoctu. Vime, Ze pro pevné j dokdzeme spocitat
vSechny g; mod z, v ¢ase O(M(l)logl), kde | = max(deg g;,> ., deg 2x). Toto
mizeme odhadnout jako [ < max(deg g;,n/p) < deg g; + n/p. Pokud secteme
slozitost krokl pro vSechna j, dostaneme

Z O(M(deg g, +n/p)log(deg g; +n/p)) < Z O(M(deg g, +n/p)logn) <

< (’)(M(Z deg g; +p-n/p)logn) < O(M(n+ n)logn) = O(M(n)logn).

Nyni odhadneme slozitost vypoc¢tu véech NSD(g; mod z, 2;). Spocitani jednoho
takového nejvétsiho spolecného délitele zabere ¢as O(N(deg z;)). Pokud vezmeme
pevné g;, na spocteni vSech NSD(g; mod 2, 2;) potfebujeme ), O(N(deg 2;)) <
O(N(D_,deg z,) < O(N(n/p)) operaci. Moznych g; je nejvys p, ¢imz se dosta-
neme na O(p- N(n/p)) < O(N(n)).

* 2/ (frpsrfupra - frpip—1) Pro 1 < k < t: bud k pevné. Soucin polynomi f; déli
2. Proto je stupen tohoto soucinu nejvys roven stupni z;, takze spocitat ho doka-
zeme v Case O(M (deg z;)logn/p). Pak jenom z; vydélime v ¢ase O(M (deg zy)).
Secteme-li tyto slozitosti pro vSechna z;, dostaneme O(M (), deg z;)logn/p),
coZ je urcité omezené slozitosti O(M(n/p)logn/p) = O(N(n/p)).

® 9;/(forjfoprj - fiprj) Pro 1 < j < p—1: stejnou tivahou jako v minulém piipadé
zjistime, Ze pro pevné j potfebujeme O(M (deg g;)logn) operaci. Sectenim pfes
vSechna g; dostaneme O(M (), deg g;)logn), coz je urcité omezené sloZitosti

O(M(n)logn) = O(N(n)).

Tim dostavame slozitost O(N(n)) bez rekurzivniho volani.
Vyfesit rekurzivni volani je jednoduché. Pokud ozna¢ime T'(n) slozitost algoritmu
spusténého na polynom stupné n, dostaneme

T(n) < N(n) + T <%> < g;N <g> e 2% N(n) = % Nn) 'S 2N ().

1+a(1)).
X

Slozitost algoritmu je tim padem opravdu rovna slibené slozitosti O(N(n)) = O(n
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Rtznostupnova faktorizace

Zopakujme, ze cilem rtznostupnové faktorizace je rozlozit dany polynom f na soucin
fi--- fi tak, aby kazdy polynom f; byl souc¢inem vsech ireducibilnich faktord f stupné i.
Jiz popsany algoritmus pracuje takto:

procedure RiznostuptiovaF(q,f) : f bez¢tvercovy polynom nad F,
1< 0; _

while deg f >0do i< i+ 1; f;+ NSD(z? — =z, f); f+ f/f:
return (fi, fo,..., f;)

v ’ / ’ 7z . v/ v Z
Zacneme tvrzenim, které nas zbavi nutnosti pocitat vsechny z¢ — z.

Tvrzeni 3.6: Polynom z¢ — 2% nad F, je délitelny vSemi monickymi ireducibilnimi
polynomy, jejichz stupen déli ¢ — j.
Diitkaz: Toto tvrzeni je jednoduchy dfisledek (2.4). BUNO piedpokladejme, 7e i > 7.
Pak 27 — 2% = (27’ — )7 a diikaz plyne z pouziti (2.4) pro polynom x4~ — .
X
Nyni se vrhneme na algoritmus, ktery byl poprvé popsan v [8] a dale zkouman v [10].
Ten vyuziva k po¢itani vysokfch mocnin polynomu z¢ — z jednak nésobeni a jednak
skladani polynomi. To, kolik prace vykonava jaka operace, urcuje parametr algoritmu 3,
pricemz 0 < 3 < 1. Nakonec, po urceni slozitosti algoritmu, zvolime takovou hodnotu
parametru, aby byla casova slozitost co nejmensi.

procedure RiznostuptiovaF(q,f,3) : f bezétvercovy nad F,, 0 < 5 <1
n < deg f '
(R1) I+ [n”]; for0<i<ldoh;+ 2% mod f
(R2) m <« [n/2l]; for1<j<mdo Hj<—:cql] mod f
(R3) for1<j<mdo I+ [[—t(H, —h;) mod f

Kazdy I; je dle (3.6) délitelny vsemi ireducibilnimi polynomy,

jejichZ stupen deli k, pricemz (j — 1)l +1 < k < 4l.
(R4) for 1< j<mdo F; < NSD(f,1;); f+ f/F;

Kazdy F; je ted soucin f(j_1yt1,---, [, kde f; jsou hledan€ faktory.
(R5) for1<j<mdo

for | —1>i>0do f;;_; < NSD(F;,H; — h;); Fj < F;/fij—i

if deg f > 0 then fy, ;< f
return (fi,..., fi), kde 1 < k < n je nejvétsi takové, ze deg fr > 0

Algoritmus 3.7: Rychla ruznostupnova faktorizace

Tvrzeni 3.7: Algoritmus funguje spravné, v ase O (n@+D/2H1=A=1)/2 | p148+0(1) o0 ¢).

Diikaz: Spravnost algoritmu plyne z komentait a tvrzeni (3.6). Casovou sloZitost
algoritmu budeme urcovat postupné po krocich:
(R1) Pouzijeme [ po sobé jdoucich bindrnich umociiovani, ¢imz se dostaneme na caso-
vou slozitost O ('MW 1og q).
(R2) Zde naopak pouzijeme sklddani polynomt, konkrétné algoritmus (3.3). H; uz
na zacatku zname, protoze H; = h;. Nyni predpokladejme, Ze mame spocitano
Hy, ..., Hyi. Pouzitim (3.3) spo¢itame H;(Hyi) mod f,..., Hyi(Hs:) mod f. Pro-
toze H;(Hy ) mod f = Hyiy;, po jednom takovém kroku zname Hy, ..., Hyu+y.
Protoze se v jednom kroce zdvojnasobi pocet spoc¢tenych H;, musime tento krok
provést log[n/2[]-krat. Viechny H; tedy spocteme v ¢ase O (n@1)/2H(1=Aw-1)/2)
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(R3) Tento krok provedeme ve dvou fazich. Ozna¢me V jako okruh F,[z]/f. V prvni
fazi spocitame koeficienty polynomu H € V[y] stupné I:

1—

H = H(y — hy).

=0

—_

To zvlddneme pomoci I nasobent, tedy v éase O(n!+A+o()),
Druhé faze pak vycisli polynom H v bodech Hy,..., H,,. Tuto fazi zvladneme
pomoci O(M(m)logm+ M(l)) operaci nad V', pfi¢emz jedna takova operace trva
nejvys O(M(n)). Celkem dostaneme O(n?= o) 4 pl+bto())
Za predpokladu 2 < w < 3 je O(n* W) omezena O(n+H/2+1-Aw-1)/2)
takze cely krok (R3) zvladneme v ¢ase O(n@+D/2H1=0A)w-1/2 4 pl+bto(l))
(R4) Pifmocara implementace pouzije m NSD a m déleni, ¢imz jsme na O(n?~A+oM),
(R5) Pro dosazeni pékné ¢asové slozitosti budeme muset tentokrat provést dvé predpo-
¢itani. Problém je v tom, Ze ackoliv je soucet stupiiii vSech polynomt £ jenom n,
pro polynomy H; ani h; to neplati. Pokud by byly stupné vSech téchto polynomi
n — 1, coz je klidné mozné, krok (R5) by trval O(n?**M), coz nechceme.
Vsichni ale vime, ze NSD(a, b) = NSD(a, b mod a). Pokud si predpocitame
e Vj vyraz H; mod Fj,
e Vi, j vyraz h; mod Fj,
miiZzeme pro vypocet NSD pouzit misto skuteénych H; a h,; spocitané zbytky
po déleni.
Co se tyce casové slozitosti, pfedvypocet vSech H; mod F; trva O(m - M(n)) =
O(nZ_ﬂJ“’(l)). Pokud si zafixujeme jedno h;, ziskat zbytky po déleni vSemi F}
trva jenom O(M(n)logn) = O(n'*7W) operaci, takze na viechna h; mod F
potiebujeme &as O (n'+5+7M)). Zbgva slozitost viech NSD. Pokud bychom podéitali
pravé jeden NSD pro kazdy polynom F}, casova slozitost by byla O(n'toW),
protoze soucet stupiii vSech F} je roven n. Algoritmus ale potfebuje pro kazdé
F; spoéitat | NSD, z ¢ehoz ziskame slozitost O(n't#+o(),

Celkem se dostavame na slibovanou slozitost O (n@+D/2H1=Aw=1/2 1, 1+8+0() 160 ¢),
X

Nyni staci zvolit nejvhodnéjsi 3, coz je takové, které spliiuje rovnost

(wW+1D)/24+1-08)(w—-1)/2=1+3.

Po jednoduchém vypoc¢tu dostaneme 3 = 25—;}, z ¢ehoz po dosazeni vyjde g = 0.815,

a slozitost naseho algoritmu je tedy O(n'#"log q). Z této slozitosti opravdu zmizelo o (1),
protoze jestli je w < 2.376, tak také plati, Ze w + o (1) < 2.376.
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Stejnostupnova faktorizace

Nyni popiSeme rychlou variantu algoritmu stejnostupnové faktorizace, ktera pochézi
z [6]. Pro zopakovani nejdiiv uvedeme zdkladni verzi algoritmu z minulé kapitoly.

procedure StejnostupiiovaF (¢ = p™, f,d) : f bez¢tvercovy polynom nad F,
s faktory stupneé d
if deg f < d then return {f}
do
a < ndhodny polynom nad F, stupné mensiho nez deg f
VY 1fp—2thenb<—zl Oa modfelseb<—a(q /2 _1mod f
QO ¢+ NSD(, f)
whilec=1Ve=f
return StejnostupniovaF (p™, ¢, d) U StejnostuptiovaF (p™, f/c, d)

Vypocet si trochu upravime. K tomu se ndm bude hodit zobecnéni tvrzeni (2.17),
které uvedeme jako

Tvrzeni 3.8: Nad F,_,+ s prvociselnou charakteristikou p definujme 7}, = Zi:ol 27", Pak
(1) ! —x = Hse]Fp(Tk - 8)7
(2) pro kazdé a € F, je Ty.(a) € T,
(3) pro kazdé b € F, existuje pravé p*~! hodnot a € F,, ze Ty(a) = b.
Dikaz: Dle (2.3) nad F, plati, Ze 2" — z = [, (¥ — s). Z toho ziskdme, Ze

[[(@—s) =1¢-T0, =

s€lFy

k—1 P k-1 k—1 k—1 —
E zP —E P = E xpp—g P = E P — E ¥ =P —x.

=0 =0 1=0 1=0 1=0

Dale pokud mame a € F,, je to kofen polynomu x? — x, takZe je i kofenem jednoho
z polynomii T, — s pro s € I, ¢ili T (a) € F,. K ditkazu posledniho bodu si staci uvédomit,
ze kazdé z q rlznych a € I, je kofenem jednoho z p polynomi T}, — s stupné pEL. To je
mozné, jenom ma-li kazdy polynom T} — s pravé p*~! kofent.

X

Na zbytku této stranky budeme pouzivat znaceni, které jsme zavedli u popisu algo-
ritmu stejnostupnové faktorizace v predchozi kapitole.

Me¢jme ndhodny polynom a nad F,~ stupné mensiho nez f. Hleddme zobrazeni Z, aby
Sance, Ze né&jaké ¢;(Z(a)) je nula a néjaké ¢;(Z(a)) je nenulové, byla co nejvétsi. Kdyz
oznaéime b = Z;Zé_l a?', piedchozi tvrzeni ndm iika, ze kazdé ¢,;(b) € F,, kde viechny
prvky F, jsou stejné pravdépodobné. Je-li charakteristika télesa dva, jsme spokojeni.

Pokud je ovSsem charakteristika licha, ¢;(b) stale nabyva mnoha hodnot. Vzpomeneme-
-li si ale na tvrzeni (2.16) o odmocninach, zjistime ze kazdé cp (b®=1/2) nabyvéa jenom
hodnot —1,0,1 s pravdépodobnostmi po fadé & — ﬁ %, 5 — 5. Pokud tedy Jako délici
polynom pouzijeme bP~1/2 — 1 a v piipadé Jeho neudspéchu zkus1me jeste pP=1/2 4 1
zadny netrivialni faktor nenalezneme prave tehdy, kdyz jsou vsechny @Z(b(p 1/ 2) stejné.
K tomu dojde s pravdépodobnosti 2(3 — p)k + (%)k, coz je pro k > 2 a p > 3 mensi
nez 1/2. Tim jsme vyftesili problém i pro lichou charakteristiku.

Oznacené tadky algoritmu muzeme tedy prepsat na:

b St g modf

if p+£2then b+« bz En — 1mod f

¢ < NSD(b, f)

ifp#£2A(c=1Ve=f)then c< NSD(b+2,f)
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Nasim cilem je ted co nejrychleji spocitat sumu Zf:_ol a?". Predpokladejme na chvili,
ze k = 2" je mocnina dvojky. Pro skladani polynomt plati nasledujici rovnosti

a (xpi) mod f = a” mod f

2 (xpi) mod f = 27" mod f

2—1

i—1
Zapj] (xpi) mod f = Z a” mod fs
j=0 Jj=0

ze kterych miizeme vytvorit nasledujici algoritmus:

i—1
Zap] mod f +
=0

procedure SumaMocnin(f,2” a,k = 2") : spocte Zf;ol a” mod f
if d =1 then return a

w<2’; a4 a+a(w)mod f

for 2<i<rdow+ w(w)mod f; a<+ a+a(w)mod f
return a

Spravnost algoritmu plyne z popsanych identit. Casova naro¢nost algoritmu se nam
také velmi libi, protoze potfebujeme jenom 2logk modularnich sklddani. Jediné, co se
nam nelibi, je nutnost toho, aby k£ byla mocnina dvojky. Tento problém jde samoziejme
vytesit.

Nyni je tedy k libovolné a necht k; je i-ty bit jeho dvojkového zapisu, takZze k mi-
Zeme zapsat jako k = 2}552 k] 2'k,. Hledanou sumu budeme poéitat postupné a v kazdém

kroku budeme znat jednak jeji zacatek A =) 61 a a jednak W = aP" pro néjaké m.

Algoritmus bude pracovat v |log, k|+1 krocich a na zacatku i-tého kroku si jiz popsa-
nym zpusobem spocte X; = o a S; = 23:_01 a”’ . Navic, pokud je to vhodné, prodlouzi
vytvarenou sumu o né€kolik dalSich clent. Presnéji, je-li v i-tém kroku k; = 1, prodlouzi
sumu o 2° dal$ich ¢lenti tak, ze udéla A = A + S;(W) mod f. Navic je v tomto pifpadé
potieba udrzet W synchronizované, takze se jesté provede W = W (X;) mod f.

Sepisme tento postup do algoritmu.

procedure SumaMocnin(f,z” a,k) : spocte Zf:ol a” mod f
A0, Wz
X +a2P; S+ amod f
for 0 < i < |log, k| do
ifk; =1then A+ A+ S(W)mod f; W+ W(X)mod f
S+ S+ S5(X)mod f; X <+ X(X)mod f

return A

Algoritmus 3.9: Suma mocnin pro stejnostupnovou faktorizaci

Tvrzeni 3.9: Algoritmus funguje spravné a v éase O(n“+9/2logk).

Dtikaz: Oznac¢me K; cislo, které vznikne z k pouzitim poslednich 7 + 1 bitt. Tedy
K, = Z;:O 2’k; = k mod 2171 Pomoci popsanych identit neni té7ké indukeci dokézat,
Ze na konci ¢-tého kroku algoritmu plati

201
2° J
Xz—l = :L.p 9 Sz—l - Z ap 9
7=0
K;—1
Wo=a™, A=Y o
7=0
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Na konci algoritmu je tedy v A pozadovana suma.
Co se tycde casové slozitosti, kromé O(logk) skladéni polynomt potfebujeme jenom
s¢itani. Slozitost skladani tedy uréuje slozitost algoritmu, z éehoz vznika O (n@+9/2log k).

X

procedure StejnostupnovaF (¢ = p™,f,d) : f bezctvercovy polynom nad F,
s faktory stupné d
if deg f < d then return {f}
do
a < ndhodny polynom nad I, stupné mensiho nez deg f
b+ Z?ﬁ;l a”" mod in spocti pomoci algoritmu (3.9)
ifp#£A2thenb<+ b=z —1mod f
¢+ NSD(b, f)
ifp#2A(c=1Ve=f)then ¢+ NSD(b+ 2, f)
while c=1Vve=f
return StejnostupniovaF (p™, ¢, d) U StejnostuptiovaF (p™, f/c, d)

Algoritmus 3.10: Rychla stejnostupnova faktorizace

Tvrzeni 3.10: Algoritmus funguje spravné a v ¢ase O (n@1/2W Jog q).

Dukaz: Spravnost algoritmu plyne ze spravnosti algoritmu (2.18) a z predchozich
dvou tvrzeni. Co se tyce slozitosti, nejprve ur¢ime slozitost algoritmu bez rekurzivniho
volani. Uz vime, ze ocekavany pocet polynomi a pro nalezeni uzitecného stépiciho poly-
nomu je 2. Slozitost algoritmu bez rekurze se tedy slozitost otestovani jednoho polynomu
a, coz v nejhorsim dokazeme pomoci jednoho volani algoritmu (3.9), dvou umocnéni na
p a dvou NSD. To zvladneme v case O(n(“+1)/2+0(1) loglog g + n'+o®) log p), coz je urcité
omezeno Citelngjsim casem O(n@+Y/247W Jog ¢), ktery si oznacime jako C/(n).

Jesté musime vypocist slozitost rekurze. K tomu si zavedeme strom vypoctu. Strom
vypoctu zachycuje postup rekurze. V koreni stromu je polynom f, ktery chceme fakto-
rizovat, a kazdy dalsi vrchol odpovida jednomu pokusu o rozstépeni néjakého faktoru f.
Kazdy vrchol, ktery se pokousi faktorizovat ireducibilni faktor f, je tedy list, a vnitini
vrcholy maji jednoho nebo dva syny podle toho, zda se jim povedlo nebo nepovedlo fak-
tor na prvni pokus rozstépit. Nasleduje priklad jednoho fiktivniho stromu vypoctu, ktery
faktorizuje soucin deseti ireducibilnich polynomt oznacenych jako 0 az 9.

(0123456789)
/\
(0389) (124567)
‘ /\
(0389) (247) (156)

N N

}EQ (3) (7  (2)  (156)

© @ @ (@ (1) (6)

Zaméime se na to, kolik ¢asu stravime pti zpracovani vsech polynomt na jedné tirovni
stromu. Vime, Ze na kazdé trovni je kazdy faktor nejvys jednou, takze soucet stupnt poly-
nomt jedné rovné je n. Zpracovani jedné Grovné stoji tedy >, C'(n;), pficemz ) |, n; = n.
Protoze je ale C(n) > n, plati, ze Y, C(n;) < C(3_;n;) = C(n). Casova slozitost celého
algoritmu véetné rekurze je tedy O(vyska stromu vypoctu - C(n)).
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Odhadneme vysku stromu vypoc¢tu. Necht je rozklad polynomu f = f; - - fi. Zvolme
si pevnd 1 < ¢ < j < k. Predpokladejme, Ze f; a f; zatim nebyly algoritmem rozdéleny,
¢ili jsou v jednom vrcholu. Jaké je Sance, Ze ted budou oddéleny? Tato Sance odpovida
tomu, ze ;(a) # ¢;(a), coz je alespon 1/2. Tim padem je pravdépodobnost, Ze polynomy
fi a f; nejsou po h-té trovni oddéleny, nanejvys 27h,

Oznacme p;, pravdépodobnost, ze po h-té tirovni nejsou jesté vsechny dvojice ireduci-
bilnich faktort f rozdéleny. Protoze je téchto dvojic méné nez k2, je p, < min(k?-27" 1).

Pokud je P, pravdépodobnost toho, ze strom vypoctu ma vysku h, stfedni hodnota
vysky stromu je Y, h-P,. Pomoci p, to mizeme zapsat jako >~ | h-(p—ppi1). Oznaéme
s = [2log, k], coz je prvni hodnota, kdy je k% - 27% < 1, a upravujme:

00 e} s—1 e’}
Zh‘(Ph—th) :th§21+Zk2-2_i:8+2-k2-2_5 <s+2=0(logk).
h=1 h=1 i=1 i=s
Ocekavana vyska stromu vypoc¢tu je proto O(logn), takze slozitost celého algoritmu
véetné rekurze je O(logn - C(n)) = O(n°W . C(n)) = O(n@/2oW Jog ).
X

Po dosazeni za w dostdvame slozitost O(n'%*®logq), coz je méné, nez slozitost riiz-
nostupnové faktorizace. Na druhou stranu to neni slozitost v nejhorsim ptripadé, ale pouze
pramérna.

30



Kompletni algoritmus faktorizace

Nyni mtzeme poskladat vSechny vysledky této kapitoly a sestavit cely algoritmus.

procedure Faktorizace(q,f) : spocte rozklad libovolného f € IF,|[z]
(fi,---, fr) < BezctvercovaF(q, f)
faktory < {}
for 1 <i <k do
(91,---,9) < RuznostupnovaF(q, f;)
for 1 <j<ldo
(hi,..., hy) < StejnostupiiovaF(q, g;, j)
faktory < faktory U{(h,)",..., (hy)'}
return faktory

Algoritmus 3.11: Rychla faktorizace polynomu nad koneénym télesem

Tvrzeni 3.11: Algoritmus funguje spravné, v case O (n@+0/2+(1=0)@=1/2 4 p1+6+0(1) 150 ),
Pouzitim odhadu pro w se dostavame na O(n'®'*logq).

Diikaz: Spravnost algoritmu plyne ze spravnosti pouzitych algoritmi ¢aste¢nych
faktorizaci.

V pritbéhu celého béhu algoritmu se jednou vold bezctvercova faktorizace na poly-
nom stupné n. Dale se vola nékolik riiznostupnovych faktorizaci na polynomy, jejichz
soucet stupni je nejvyse n. Stejnostupnovou faktorizaci volame také potencialné vickrat,
ale opét je soucet stupnt polynomi, které v celém béhu algoritmu stejnostupnovée fak-
torizujeme, nanejvys n. Protoze je cas riznostupnové i stejnostupnové faktorizace vetsi
nez n, muzeme fici, ze je ¢as celého algoritmus omezen volanim jedné bezctvercové fak-
torizace polynomu stupné n, jedné rtuznostupnové faktorizace polynomu stupné n a jedné
stejnostupnové faktorizace polynomu stupné n. Tyto t¥i faktorizace vyzaduji po fadé cas
O (oW, O(nwtD/2+A=Aw=1/2 1 45+0() o0 ¢) a O(n@ /249 Jog ¢). Po pouziti od-
hadu w je mtizeme zapsat jako O(n't7W), O(n1*log ¢q) a O(n****log ). Slozitost celého
algoritmu je asymptoticky rovna nejvétsi z téchto slozitosti, coz je slozitost riznostupnové

faktorizace.
X
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4. Vlastni implementace

Implementaci algoritmu faktorizace jsem se rozhodl vytvorit v jazyce C++. Jednak
je to jazyk znamy a Siroce pouzivany a jednak umoznuje pretézovat operatory, ¢imz se
algoritmy faktorizace stanou na pohled srozumitelné. Navic jsem pro implementaci poly-
nomu s operacemi nad nimi a implementaci faktorizace pouzil Ssablony. To ma tu vyhodu,
Ze polynomy efektivné pracuji nad libovolnou implementaci konecnych téles a stejné tak
faktorizace pracuje s kazdou dodanou implementaci polynomii, takze je mozné vyuzivat
jiz existujicich knihoven.

K implementaci jsem pouzil v minulé kapitole popsany subkvadraticky algoritmus
faktorizace, ovsem s drobnymi zménami:

e cely subkvadraticky algoritmus zavisi na rychlém nasobeni matic. Rychlé néaso-
beni matic je rychlé bohuzel pouze asymptoticky a pro skutecné pouzivané matice
je neefektivni. Proto jsem k nasobeni matic pouzil zakladni nasobeni fidkych ma-
tic podle definice, které pracuje pri nejhorsim v kubickém case, ale na pouzitych
maticich (které jsou velké fadové /n) je rychlejsi nez asymptoticky lepsi ndsobeni
pracujici v dase O(n??*7).

Také by bylo mozné pouzit Strassentv algoritmus pro nasobeni matic, ktery pra-
cuje v Case O(n'°827 ~ n?%) a pro matice o fadové tisici prveich a vice je v praxi
opravdu rychlejsi nez pfimocary algoritmus.

e rychlou variantu rtiznostupnové faktorizace upravime tak, Ze zvolime [ = m =
[\/1/2], h; i H; spotteme pouze pomoci sklddani polynomi a ostatni kroky
naprogramujeme piimocafe podle popisu algoritmu (3.7). Tim se spolu s pii-
mocarym nasobenim matic dostaneme sice na asymptotickou slozitost O(n*5 +
n?log q), pfipadné na O(n** + n*logq) pro Strassenovo nisobeni matic, coz je
asymptoticky horsi, ale pro skutec¢né velikosti vstupt rychlejsi algoritmus. Po-
drobnosti o takto upraveném algoritmu rtiznostupnové faktorizace miizeme nalézt
napiiklad v [10].

Problém faktorizace je ten, ze ke svému efektivnimu béhu potfebuje pokud mozno
rychle provadét operace nad konecnymi télesy a polynomy. Téchto operaci je bohuzel
nemaly pocet a efektivni implementace mnoha z nich je pracna. Proto jsem zvazoval
nasledujici moznosti:

1) pouzit pro operace nad koneénym télesy a nad polynomy jiz existujici knihovny.
Tento postup by mél vyhodu v tom, Ze by v nich byly tyto operace implemen-
tovany robustné a efektivné a ja bych se mohl soustiedit pouze na algoritmus
faktorizace. Na druhou stranu neni jisté, zda by takové knihovny neobsahovaly
pouze obecné operace a zda by nékteré pozadované specialni operace dokazaly
provést opravdu rychle.

2) naprogramovat si operace nad konecnymi télesy a polynomy sdm na miru. Zde je
nevyhodou to, kolik ¢asu bych stravil nad jejich programovanim.

Nakonec jsem se rozhodl pro to, si tyto operace naprogramovat sam, chtél jsem se naucit,
jak se to déla efektivné. Jak operace nad polynomy tak samotnou faktorizaci jsem ovsem
navrhl velmi modularné, takze neni zadny problém pouzit libovolnou vyhovujici knihovnu
pro praci s konec¢nymi télesy ¢i polynomy.

Celd implementace se da rozdélit do ¢tyr hlavnich oblasti:

e operace nad konecnymi télesy: rozhodl jsem se vytvorit vlastni implementaci
pouze pro télesa prvociselné velikosti a jenom takova, ktera se vejdou piimo do
registri dnesnich pocitact. To v nejbézn€jsim pripadé znamend, ze pouzité téleso
musi mit nanejvys 23! — 1 prvki. Za malou velikost télesa ovéem ziskdm velmi
rychlé operace sc¢itani a nasobeni. Navic v pfipadé potfeby mtzeme pouzit jinou
implementaci povolujici vétsi télesa.
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e operace nad polynomy: pro zachovani jednoduchosti operaci jsem nepouzil ridké
polynomy, takze kdyz ma polynom stupen n, vidy se sklada z n+ 1 prvka télesa.
Za zminku stoji nasledujici operace:

* nasobeni: pouzivam rekurzivni algoritmus Karatsuba & Ofman, ktery pfe-
vadi jedno nasobeni polynomu stupné n na tfi nasobeni polynomi stupné
n/2 (a néjaké scitani a odéitani). Tim dosahuje slozitosti O(n'°823 ~ n').
Jeho vyhoda je v tom, zZe je jednoduchy a dokaze pracovat piimo nad tim
télesem, ze kterého jsou koeficienty nasobenych polynomri.

* déleni: pokud chceme vydélit polynomy f a g, mizeme si predpocitat jakousi
,pseudoinverzi“ k polynomu g a vynasobit ji s polynomem f. Takovou inverzi
miizeme spocitat napriklad metodou Newtonovy iterace v c¢ase nejvys tii
nasobeni polynomi stupné deg g. Celé déleni pak funguje v case maximalné
¢tyT nasobeni, pricemz dalsi déleni stejnym polynomem uz dokazeme provést
v Case jednoho nasobeni.

Popsany postup ma tu vyhodu, ze zlepsenim algoritmu nasobeni se odpovi-
dajici mérou zlepsi i slozitost déleni.

» NSD: prestoZe existuje algoritmus pracujici v ¢ase O(M(n)logn), je velmi
komplikovany a jeho slozitost je ve skutecnosti omezena funkei 24M (n) log n.
Vzhledem k pouzité metodé nasobeni bychom se dostali na 24n'®logn, coz
by ani pro polynomy o fadové desetitisicovych stupnich nebylo lepsi nez
trivialni algoritmus se slozitosti O(n?).

Proto jsem pouzil pfimocarou metodu zalozenou na tom, ze NSD(a,b) =
NSD(a — ¢ - b,b). Pfi vypoctu NSD(f, g) pro deg f > deg g v jednom kroku
SPOCtU ¢ = faeg f/9de g» fo = f—c-g- xde8 f=dee 9 5 pokracuji poditanim
NSD(fo, g). Jeden takovy krok zvladnu urcité v linedrnim ¢ase a snizim tak
soucet stupnt obou polynomil alespon o jedna, takze je tfeba ho zopakovat
nanejvys (deg f + deg g)-krét.

Tento algoritmus popisuji tak podrobné proto, ze pouziti klasické varianty
NSD(f,g) = NSD(f mod g, g) by nepfineslo tak dobry vysledek, ponévadz
primocaré déleni se zbytkem trva vice nez linearni ¢as a pritom by se muselo
v nejhorsim piipadé opakovat také (deg f + deg g)-krat.

e faktorizace polynomii: kromé upraveného algoritmu riznostupnové faktorizace,
ktery jsem uz popsal, jsem pouzil pfesné ty implementace popsané v predchozi ka-
pitole o subkvadratickém algoritmu. Jejich asymptoticka slozitost je samoziejmé
horsi nez subkvadraticka, a to kvili pomalejsimu algoritmu nasobeni polynom,
NSD dvou polynomii a pomalejsimu nasobeni matic.

e uzivatelské rozhrani: pro komunikaci s uzivatelem jsem zvolil piikazovou radku
a standardni vstup. Program je tak jednodusSe pouzitelny a prenositelny mezi
riznymi operacnimi systémy. Vypocet programu miize byt ale dlouhy, proto je
mozné zapnout zobrazovani pribéhu vypoctu.

Pro predstavu skutecné casové narocnosti této implementace jsem na osobnim pocitaci
s procesorem AMD Athlon XP 2700+ vytvotil graf zavislosti ¢asové narocnosti faktorizace
nahodnych polynomi na jejich stupni.

Pouzité rekurzivni nasobeni mé jednu zajimavou vlastnost. Prestoze pouzitéa reprezen-
tace polynomu neni fidka, ¢asova slozitost nasobeni klesa s po¢tem nenulovych koeficientt
v polynomu. Nésobeni tedy dokaze ridkost polynomt vyuzit.

Tento fakt se projevi napiiklad pii faktorizaci polynom z? — x nad télesem I, jejiz
skutecnou ¢asovou naroc¢nost zachycuje dalsi graf. Pro jeho vytvofeni jsem, stejné jako
pro vytvoreni vSech ostatnich grafii, pouzil jiz zminovany osobni pocitac.
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Graf 4.1: Casova naro¢nost faktorizace nahodného polynomu
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Graf 4.2: Casova naro¢nost faktorizace polynomu tvaru z¢ — = nad F,

Operace, kterou faktorizace pouziva nejcastéji, je nasobeni polynomt. Experimentalné
jsem zjistil, Ze priblizné 75% celého ¢asu faktorizace se travi ndsobenim polynomi. To je
pochopitelné, protoze déleni se prevadi na nasobeni a velmi mnoho operaci s polynomy
se provadi modulo polynom.

Proto jsem se rozhodl zkusit toto nasobeni urychlit, a to pomoci jediného mé znamého
postupu — pomoci FFT, coz je algoritmus provadéjici diskrétni Fourierovu transformaci.
Méame-li polynom stupné n, kde n je mocnina dvojky, FFT ho dokaze v ¢ase O(nlogn)
vycislit v n + 1 specialnich bodech. Dva polynomy f a g miizeme vynasobit nasledovneé:
Ozna¢me n = deg f + deg g. Provedeme FFT na polynom f stupné n (dodame nulové
koeficienty na zaGatek) a jesté na polynom ¢ stupné n. Poté vyndsobime hodnoty poly-
nomu f a g ve stejnych bodech a provedeme inverzni FFT, ¢imz dostaneme koeficienty

34



polynomu, ktery ma v n + 1 bodech spoctené souciny hodnot polynomit f a g. Tento
polynom je pfesné soucin f - g.

Nad komplexnimi ¢isly je tento algoritmus (az na dopliiovadni n na nejblizs§i vyssi
mocninu dvou) pfimocary a vzdy proveditelny. Bohuzel nad koneénym télesem tomu tak
vzdy neni. FFT totiz pozaduje, aby pouzité téleso (staci dokonce okruh) obsahovalo n-tou
primitivni odmocninu z jednicky. To je takové ¢islo w, ze w"™ =1 a pro kazdé 1 < i < n je
w' # 1. Takové w se v koneéném télese F, vyskytuje pravé tehdy, kdyz n \ ¢ — 1 (plyne to
z cykliénosti multiplikativni grupy nenulovych prvki télesa).

Pokud nasobime polynomy nad F, se souctem stupit n = 2% FFT se tedy musi
obecné provadét nad jinym nez piivodnim koneénym télesem, a to nad takovym, jehoz
pocet prvki je ve tvaru 2% - ¢ + 1. ProtoZe ale dostaneme vysledek v jiném télese, musime
z néj jesté ziskat spravné reseni v télese pivodnim. To se da udélat nékolika zptisoby:

e téleso, nad kterym bude FFT pracovat, bude mit alespoii (n + 1)(g — 1)? ~ ng?
prvki. Toto je nejvétsi koeficient, ktery se miiZe objevit v soucinu dvou polynomt
z F,, protoZe koeficient u z’ dostaneme jako > im0 fi 9i; < (n+1)(g— 1)
Koeficienty vysledného polynomu nad télesem F, pak ziskame jako zbytky po ce-
lociselném déleni koeficientdt polynomu nad vétsim télesem cislem q.
Tento postup ma vyhodu v tom, Ze mu staci pouze jedno nasobeni pomoci FFT.
Bohuzel pouzité téleso je o mnoho vétsi nez téleso ptivodni.
¢ na predchozim zptisobu nam vadilo, ze potiebuje pro FFT moc velké téleso. Ne-
chame tedy FFT pracovat nad dvéma télesy, pricemz kazdé z nich bude mit
alespoti v/n + 1(¢ — 1) prvka a jejich velikosti budou navzajem nesoudélné. Nad
obéma z nich dané polynomy pomoci FFT vynéasobime. O koeficientech vysled-
ného polynomu budeme pak védét, jaké jsou jejich zbytky po déleni dvéma ne-
soudélnymi &isly velikosti alespoil v/n + 1(q— 1), takZe dle Cinské véty o zbytcich
budeme znat i jejich zbytek po déleni souc¢inem téchto cisel, ¢ili ¢islem o velikosti
alesponi (n + 1)(¢ — 1)?. Pak uz staci vzit zbytky koeficientti po déleni ¢islem g
a ziskdme hledany polynom.
Tento postup uz pozaduje mensi télesa nez postup prvni, ale FFT nad nimi musi
pocitat dvakrat.
Teoreticky bychom mohli pouzivat stale mensi télesa a stale vice FF'T, ale dostali bychom
se do problému, pokud by velikost téchto téles byla mensi nez ¢, velikost ptivodniho télesa.
Pak totiz uz nedokazeme ptivodni polynomy jednoznacné reprezentovat.

Télesa, nad kterymi budeme provadét FFT, a n-té primitivnich odmocniny z jednicky

v nich musime navic umét efektivné nalézt.

Ja jsem pro jednoduchost pouzil prvni variantu a problém s hledanim téles pro FFT
jsem presunul do kompetence implementace konecnych téles. Pro svou vlastni implemen-
taci kone¢njch téles, kterd dovoluje jen télesa o prvociselné velikosti do 23! — 1, jsem
nasel nejvétsi rozumné prvoéislo pozadovaného tvaru, 15 - 2%7 4+ 1 = 2013265921, a jeho
227_primitivni odmocninu z jednicky, w = 440564289. FFT vzdy provadim nad Fap 3265021
a jen pro n < 227. Tento postup neni pili§ prakticky z hlediska uZivatele, ale ke zméFeni
¢asové narocnosti faktorizace s touto metodou néasobeni se zcela dostacujici. Navic by
nasobenim nad dvéma rtiznymi télesy (jejichz velikost by také byla pevnd), pficemz jeji
¢asova narocnost by se nejhtif zdvojnasobila.

Vysledky implementace s FF'T nasobenim prezentuji nésledujici dva grafy. Z nich
je vidét, ze casova slozitost je jak asymptoticky, tak skutecné lepsi v pripadé nasobeni
tato varianta byla rychlejsi pro polynomy stupné radoveé tisic a vice.

Metoda zalozend na FFT ma ale i nevyhody. V aktualni implementaci povoluje na-

vvvvvv
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Dale nasobeni pomoci FFT viibec nezohlednuje fidkost polynomu, coz rekurzivni nasobeni
délalo. Navic se ¢asova naroc¢nost FFT vyrazné skokové zvétsi po ,preskoceni mocniny

dvou.
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Protoze maji obé pouzité metody své kladné stranky, program dokaze pouzit libovol-
nou z nich podle prani uzivatele.

Program, jeho zdrojovy kéd a podrobnéjsi informace o jeho pouzivani lze nalézt na pfi-
lozeném CD nebo na webovych strankach http://www.ucw.cz/ " fox/work/factoring/.
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