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1. domaćı úlohy
– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –

1a) Popǐste vyhrávaj́ıćı strategii prvńıho hráčě ve hře 3× 3× 3 pǐskvorky.

Připomeňme, že popis vyhrávaj́ıćı strategie muśı 1. hráči vybrat odpověď na libovolný tah protihráče.

1b) Zkonstruujte 2-obarveńı 3× 3× 3, které nemá žádnou monchromatickou kombinatorickou př́ımku.

2a) Dokažte, že libovolné r-obarveńı {1, 2}r obsahuje monochromatickou kombinatorickou př́ımku.

Všimněte si, že d̊ukaz Hales-Jewettovy věty z přednášky garantuje monochromatickou kombinatorickou

př́ımku v obarveńıch {1, 2}d pouze za předpokladu d ≥ r2 + r2
r2

.

2b) Pro každé přirozené č́ıslo r ≥ 2 zkonstruujte r-obarveńı {1, 2}r−1 takové, že neobsahuje žádnou
monochromatickou kombinatorickou př́ımku.

3) Dokažte “v́ıcerozměrnou variantu” Hales-Jewettovy věty: pro každé ℓ, r, d ∈ N existuje přirozené č́ıslo
N := N(ℓ, r, d) takové, že libovolné r-obraveńı {1, 2, . . . , ℓ}N obsahuje monochromatickou d-krychli.
Jinými slovy, pro každé χ : {1, 2, . . . , ℓ}N → {1, . . . , r} existuje vzor α̃ délky N obsahuj́ıćı d r̊uzných
druh̊u hvězdiček ⋆1, ⋆2, . . . , ⋆d (každou z nich alespoň jednou) takový, že

χ(b) = χ(b′) ∀b, b′ ∈
{
α̃(x1, . . . , xd)

∣∣∣x1, . . . , xd ∈ {1, 2, . . . , ℓ}
}
,

kde α̃(x1, . . . , xd) znač́ı bod v {1, 2, . . . , ℓ}N źıskaný z α substitućı ⋆i → xi pro každé i ∈ {1, . . . , d}.
Hint: Převeďte problém na hledáńı monochromatické kombinatorické př́ımky v r-obarveńı krychle{

1, 2, . . . ℓd
}N/d

.

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –

⋆) Dokažte tzv. van der Wardenovu větu: pro každé r, k ∈ N existuje N ∈ N takové že libovolné r-
obarveńı χ : {1, . . . , N} → {1, . . . , r} obsahuje monochromatickou aritmetickou posloupnost délky k.
Jinými slovy, existuj́ı nějaké kladné a, d ∈ N takové, že

a+ (k − 1)d ≤ N a χ(a) = χ(a+ d) = χ(a+ 2d) = · · · = χ(a+ (k − 1)d).

⋆⋆) Dokažte tzv. Gallai-Wittovu větu : Nechť r, t ∈ N a X = {x1, x2, . . . , xk} libovolná konečná množina
bod̊u v Rt taková, že každá souřadnice každého bodu je přirozené č́ıslo. Dokažte, že existuje N ∈ N
takové že libovolné r-obarveńı χ : {1, . . . , N}t → {1, . . . , r} obsahuje monochromatickou homotetickou
kopii X, tj. existuj́ı nějaké kladné a ∈ {1, . . . , N}t a d ∈ N takové, že

∀i ∈ {1, . . . ,m} : a+ d · xi ∈ {1, . . . , N}t a χ(a+ d · x1) = χ(a+ d · x2) = · · · = χ(a+ d · xm).

Poznámka: pro t = 1 a X = {(0), (1), . . . , (k−1)} homotetické kopie X přesně odpov́ıdaj́ı aritmetickým
posloupnostem délky k, a tak se Gallai-Wittova věta často chápe jako v́ıcerozměrné zobecněńı van der
Wardenovy věty.
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