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Kapitola 1

Úvod do samoopravných kód·

Pomocí n¥jakého za°ízení chceme p°ená²et zprávy. Za°ízením lze p°ená²et 0 a 1, ale
toto za°ízení není dokonalé - tzv. kanál se ²umem. Ob£as dochází k zám¥n¥ 0 na
1 a naopak. P°edpokládáme, ºe p°i p°enosu nastává zám¥na 0 za 1 a zám¥na 1 za
0 se stejnou pravd¥podobností p (tzv. symetrický kanál). Bez újmy na obecnosti
p°edpokládáme, ºe p < 1

2
, protoºe v p°ípad¥ p > 1

2
lze interpretovat nulu jako

jedni£ku a naopak. V p°ípad¥ p = 1
2
, nemá smysl vysílat zprávy.

De�nice: Podmnoºinu C mnoºiny {0, 1}n nazýváme kódem délky n. Prvek x ∈ C
nazýváme kódovým slovem.

Zpráv¥, kterou chceme vyslat, p°i°adíme prostým zobrazením kódové slovo x z C a
tuto n-tici x vy²leme kanálem.

x1 · · ·xn
vysláno

kanál se ²umem−−−−−−−−−→ y1...yn
p°ijato

dekódované−−−−−−→ x̂1...x̂n
odhad vyslaného
kódového slova

Na mnoºin¥ v²ech n-tic de�nujeme p°irozenou metriku

De�nice:Pro kaºdé x, y ∈ {0, 1}n, x = x1 · · ·xn, y = y1 · · · yn klademe

dist(x, y) = #{i : xi 6= yi} .

Snadno lze ov¥°it, ºe dist je metrika na {0, 1}n, speciáln¥ tedy platí trojúhelníková
nerovnost dist(x, y) ≤ dist(x, z) + dist(z, y).

De�nice: Nech´ C ⊂ {0, 1}n je kód a M = #C po£et jeho slov. �íslo

d = min{dist(x, y) : x, y ∈ C, x 6= y}

nazveme minimální vzdálenost kódu C. �íkáme, ºe C je (M,n, d)-kód.

Lemma: Nech´ x ∈ C ⊂ {0, 1}n a y ∈ {0, 1}n takové, ºe dist(x, y) = i. Pak pravd¥po-
dobnost, ºe p°i p°enosu kanálem bylo vysláno x a p°ijato y je rovna pi(1− p)n−i.

Poznámka: P°i pevném p < 1
2
a n ∈ N platí

i < j =⇒ pi(1− p)n−i > pj(1− p)n−j .
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Tedy p°i p°ijatém y má nejv¥t²í pravd¥podobnost vyslaného kódového slova takové
x ∈ C, kde je dist(y, x) nejmen²í.

Strategie dekódování: Nech´ y ∈ {0, 1}n je p°ijatá n-tice. Pak odhad vyslaného
slova je

x̂ = argmin
x∈C

dist(x, y).

Poznámka: Pokud se minima nabývá na více x ∈ C, zvolíme náhodn¥ jedno z nich.

V¥ta: Kód s minimální vzdáleností d opravuje
⌊
d−1
2

⌋
chyb, t.j. pokud p°i vysílání slova

x ∈ C nastane chyba na i místech a i ≤
⌊
d−1
2

⌋
, pak x̂ = x.

D·kaz. Ozna£me y p°ijatou n-tici, pak i = dist(x, y). Z trojúhelníkové nerovnosti
plyne pro kaºdé z ∈ C, z 6= x

d ≤ dist(x, z) ≤ dist(x, y)︸ ︷︷ ︸
i

+dist(y, z) ≤ d−1
2

+ dist(y, z).

Proto dist(y, z) ≥ d+1
2
>
⌊
d−1
2

⌋
≥ dist(y, x). Proto na²e dekódovací strategie vybere

x̂ = x, viz Obr. 1.1.

Obrázek 1.1:
⊗ ozna£uje prvky kódu C
• ozna£uje prvky {0, 1} \ C
d = 5

V¥ta (Hammingova) Nech´ C je (M,n, d)−kód. Poloºme t =
⌊
d−1
2

⌋
. Pak platí

M

(
1 +

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

t

))
≤ 2n.

D·kaz. Uvaºujme kouli o polom¥ru t se st°edem x ∈ C

B(x, t) = {y ∈ {0, 1}n : dist(x, y) ≤ t}.

1. Tvrzení: B(x, t) ∩B(x′, t) = ∅ pro x, x′ ∈ C, x 6= x′. Kdyby ne, pak by existovalo
v pr·niku z a platilo by d ≤ dist(x, x′) ≤ dist(z, x′)︸ ︷︷ ︸

≤t

+ dist(z, x)︸ ︷︷ ︸
≤t

≤ 2t < d, spor.
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2. Tvrzení: Koule B(x, t) má 1 +
(
n
1

)
+
(
n
2

)
+ · · · +

(
n
t

)
prvk·. Platí totiº, ºe po£et

n-tic z {0, 1}n, které se li²í od x na i místech je roven:

1, pokud i = 0

n, pokud i = 1(
n

2

)
, pokud i = 2

atd.

V p°ípad¥, ºe p°enosovým kanálem lze vysílat q symbol· - jejich mnoºinu budeme
zna£it T , pak p°edchozí nerovnost má tvar

M

(
1 +

(
n

1

)
(q − 1) +

(
n

2

)
(q − 1)2 + ...+

(
n

t

)
(q − 1)t

)
≤ qn.

Tato nerovnost se nazývá Hammingova mez.

De�nice: Pokud v Hammingovy mezi nastává rovnost, kód C se nazývá perfektní.

P°íklad: Kód kontroly parity

C =
{
x1x2 · · ·xn ∈ {0, 1}n :

n∑
i=1

xi = 0 mod 2
}
.

Z°ejm¥M = #C = 2n−1 a d = 2. Tento kód neopravuje ºádnou chybu, umí detekovat
chybu na 1 míst¥.

P°íklad: Koktavý kód C = {00 · · · 0︸ ︷︷ ︸
n-krát

, 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
n-krát

} . Z°ejm¥ M = 2, d = n, a tedy koktavý

kód opravuje
⌊
n−1
2

⌋
chyb. Pokud je n liché, n = 2l+1, pak je koktavý kód perfektní.

Platí totiº

2

(
1 +

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

l

))
=

n∑
i=0

(
n

i

)
= 2n.

Coº je rovnost v Hammingov¥ mezi.
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Kapitola 2

Lineární kódy

2.1 De�nice a základní pojmy

V této kapitole T ozna£uje kone£né t¥leso, nej£ast¥ji to bude t¥leso Z2. T n ozna£uje
prostor v²ech n-tic se sloºkami z T . Z°ejm¥

T n = {α1α2 · · ·αn : αi ∈ T pro kaºdé i = 1, 2, . . . , n}

s obvykle de�novanými operacemi s£ítání po sloºkách a násobením prvkem c ∈ T
taky po sloºkách je vektorovým prostorem dimenze n. Kdyº q = #T , pak T n má qn

prvk·.

De�nice: Mnoºina C ⊂ T n se nazývá lineárním kódem délky n a dimenze k, pokud C
je vektorovým prostorem dimenze k ≥ 1.
Nech´

α(1) = α
(1)
1 α

(1)
2 . . . α(1)

n ,

α(2) = α
(2)
1 α

(2)
2 . . . α(2)

n

...

α(k) = α
(k)
1 α

(k)
2 . . . α(k)

n

je báze C. Matice

G =


α
(1)
1 α

(1)
2 . . . α

(1)
n

α
(2)
1 α

(2)
2 . . . α

(2)
n

...
α
(k)
1 α

(k)
2 . . . α

(k)
n

 ∈ T k×n
se nazývá generující matice kódu C.

V¥ta: Nech´ G je generující matice lineárního kódu C ⊂ T n dimenze k. Pak
α1α2 . . . αn ∈ C ⇐⇒ ∃ β1β2 . . . βk ∈ T k tak, ºe α1 . . . αk = β1 . . . βkG.

D·kaz. Kaºdý prvek vektorového prostoru je lineární kombinací prvk· báze.
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Poznámka: Protoºe báze není daná jednozna£n¥, ani generující matice není dána
jednozna£n¥.

Ov¥°íme, ºe koktavý kód a kód kontroly parity jsou lineární kódy.

P°íklad: Koktavý kód : C = {00 . . . 0, 11 . . . 1} ∈ T n, t¥leso T = Z2, dim C = 1,
generující matice G = (11 . . . 1) ∈ T 1×n.

Kód kontroly parity : C = {α1 . . . αn ∈ T n :
n∑
i=1

αi = 0} má dim C = n−1 a jeho

generující matice je G =


1100 . . . 00
0110 . . . 00
0011 . . . 00

...
0000 . . . 11

 ∈ T (n−1)×n.

V¥ta: Nech´ C ⊂ T n je lineární kód dimenze k. Pak existuje matice H ∈ T (n−k)×n

taková, ºe C je °e²ením homogenní soustavy lineárních rovnic s maticíH. Tuto matici
nazýváme kontrolní matice kódu C.

P°íklad: Opakovací kód C = {00 . . . 0, 11 . . . 1}má kontrolní maticiH =


1100 . . . 00
0110 . . . 00
0011 . . . 00

...
0000 . . . 11

.

Kód kontroly parity má kontrolní matici H = (111 . . . 11).

Poznámka: Pokud t¥leso T má q prvk· a lin. kód C ⊂ T n má dimenzi k, pak #C = qk.

V¥ta: Nech´ C ⊂ T n je lineární kód dimenze k, G jeho generující matice a H jeho
kontrolní matice. Pak platí

HG> = Θ ∈ T (n−k)×k,

kde Θ ozna£uje matici ze samých nul.

D·kaz. Z de�nice H plyne, ºe kaºdý prvek α1 . . . αn ∈ C je °e²ením homogenní
soustavy s maticí H, a tedy platí

H


α1

α2
...
αn

 =


0
0
...
0

 ∈ T n−k.
To musí platit i pro v²echny bazické prvky kódu C, jejichº sloupe£ky tvo°í GT .

P°íklad: 2.1: Vytvo°me H ∈ T 3×7 tak, ºe kaºdá nenulové trojice

c1c2
c3

 ∈ T 3 bude

sloupcem H, tedy nap°.

H =

1110100
1101010
1011001

 .
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Kód s kontrolní maticíH má dimenzi 4. Bázi tvo°í nap°. 1000111, 0100110, 0010101, 0001011.

G =


1000111
0100110
0010101
0001011

 tzv. Hamming·v binární kód délky 7.

De�nice: Lineární kód C ⊂ T n dimenze k se nazývá systematický, pokud pro kaºdé
α1 . . . αk ∈ T k existuje práv¥ jeden αk+1 . . . αn ∈ T n−k tak, ºe α1 . . . αn ∈ C.

P°íklad: Koktavý kód je systematický, kód kontroly parity je systematický, zmi¬ovaný
Hamming·v kód délky 7 je systematický.

V¥ta: Nech´ C ⊂ T n je systematický lineární kód dimenze k. Pak generující a kontrolní
matice lze najít ve tvaru:

G = (Ik|F ) a H = (−F>|In−k), kde F ∈ T k×(n−k).

D·kaz. Protoºe
délka k︷ ︸︸ ︷

0 . . . 0 1︸︷︷︸
i-tá pozice

0 . . . 0 lze jednozna£n¥ doplnit na n−tici tak, aby byla v

C, tvo°í k takto získaných prvk· z kódu C bázi, která napsaná do °ádk· pod sebe
tvo°í matici G uvedenou ve v¥t¥.
Sta£í ov¥°it, ºe H v tvrzení v¥ty spl¬uje vztah

H ·G> = (−F>|In−k)
(
Ik
F>

)
= −F> + F> = Θ .

De�nice: Nech´ C1, C2 ⊂ T n jsou lineární kódy. �ekneme, ºe jsou ekvivalentní, pokud
existuje permutace index· π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} taková, ºe

α1α2 . . . αn ∈ C1 ⇐⇒ απ(1)απ(2) . . . απ(n) ∈ C2.

V¥ta: Kaºdý lineární kód je ekvivalentní n¥jakému systematickému kódu.

D·kaz. Z lineární algebry víme: kdyº α(1), α(2), . . . , α(k) je LN soubor vektor·, pak
tento soubor z·stane LN po libovolné z t¥chto operací:

a) zm¥níme libovolné po°adí vektor· v souboru

b) libovolný α(i) vynásobíme £íslem c ∈ T, c 6= 0

c) α(i) nahradíme vektorem α(i) + c · α(j)

To znamená, ºe pokud α(1), α(2), . . . , α(k) je báze kódu C a generující matice

G =


α(1) →
α(2) →

...
α(k) →

, pak provázením úprav typu a) b) c) na °ádkové vektory dosta-

neme jinou generující matici stejného kódu. Úpravy a) b) c) provádíme tak dlouho
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aº dostaneme generující matici v horním stup¬ovitém tvaru. Ozna£me i1, i2, . . . , ik
indexy hlavních sloupc· a de�nujme permutaci

π : 1→ i1, 2→ i2, . . . , k → ik

a π(k + 1), . . . , π(n) libovoln¥ tak, aby π byla permutace. Poloºme
C ′ = {απ(1)απ(2) . . . απ(n) : α1α2 . . . αn ∈ C}.

Pak generující matici kódu C ′ získáme permutací sloupc· p·vodní generující matice
G. Dostaneme G′ ve tvaru G′ = (U |n¥co), kde U ∈ T k×k je £tvercova horní trojú-
helníková matice s nenulovými prvky na diagonále. Tato matice je generující maticí
kódu C ′. Abychom ukázali, ºe C ′ je systematický, p°evedeme op¥t °ádkovými úpra-
vami a), b), c) matici G′ do tvaru G′′ = (Ik|n¥co). Tato matice je taky generující
maticí kódu C ′, a proto podle p°edchozí v¥ty je C ′ systematický.

Ozna£me wt(x) = po£et nenulových sloºek v n-tici x ∈ C ⊂ T n. �íslo wt(x) se nazývá
váha slova x.

V¥ta: Nech´ C ⊂ T n je lineární kód. Pro minimální vzdálenost kódu C platí

d = min{wt(z) : z ∈ C, z 6= 0}

D·kaz. Z°ejm¥ dist(x, y) = wt(x− y). Protoºe C je lineární kód, je z = x− y ∈ C a
z 6= 0 pro kaºdé x, y ∈ C, x 6= y.

V¥ta: Nech´ C ⊂ T n je lineární kód dimenze k a H ∈ T (n−k)×n jeho kontrolní matice.
Pak minimální vzdálenost kódu C je rovna d práv¥ tehdy, kdyº kaºdých d−1 sloupc·
matice H je lineárn¥ nezávislých a existuje d sloupc· matice H, které jsou lineárn¥
závislé.

D·kaz. Podle p°edchozí v¥ty sta£í ukázat dva fakty.

1. Existuje x = α1α2 . . . αn ∈ T n takové, ºe wt(x) = d a Hx> = ~0. To znamená,
ºe sloupce matice H•i, kde i je zvoleno tak, aby αi 6= 0, jsou LZ.

2. Pro kaºdé y ∈ T n, y 6= ~0 a wt(y) ≤ d − 1 platí Hy> 6= ~0. To znamená, ºe
kaºdých d−1 sloupc· je LN.

P°íklad: Hamming·v kód z p°íkladu 2.1 s kontrolní maticí H ∈ T 3×7 má v²echny
sloupce r·zné, nenulové, t.j. ºádné dva sloupce matice H nejsou LZ. Sou£et 1.,4. a
5. sloupce je roven �, tedy 1.,4. a 5. sloupec jsou LZ. Tedy tento Hamming·v kód
má min. vzdálenost d = 3 a opravuje 1 chybu.
Délka kódu je 7, dimenze 4. Proto #C = 24 = 16. V Hammingov¥ mezi nastává

rovnost 24

(
1 +

(
7

1

)
︸ ︷︷ ︸

23

)
≤ 27. Je to perfektní kód.
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De�nice: Nech´ T je t¥leso o q prvcích, m ∈ N. Nech´ H je matice tvo°ena v²emi
nenulovými sloupci ∈ Tm, které mají navíc vlastnost, ºe první nenulová sloºka ve
sloupci je rovna 1. Kód, jehoº kontrolní matice je H, se nazývá (q,m)−Hamming·v
kód.

P°íklad: Hamming·v kód z p°íkladu 2.1 je (2, 3)−Hamming·v kód.

Poznámka: m ∈ N, #T = q. Pak kontrolní matice (q,m)−Hammingova kódu má
n = qm−1

q−1 sloupc· a d = 3. Dimenze kódu je k = qm−1
q−1 −m.

P°íklad: (3, 3)−Hamming·v kód je vektorový podprostor nad t¥lesem T = Z3.

H =

0000111111111
0111000111222
1012012012012

 .

V¥ta: Nech´ m ∈ N, #T = q. Pak (q,m)−Haming·v kód je perfektní.

D·kaz. Dosadíme do Hammingovy nerovnosti t =
⌊
d−1
2

⌋
= 1.

qk︸︷︷︸
qn−m

(
1 +

(
n

1

)
(q − 1)︸ ︷︷ ︸

qm−1

)
≤ qn.

Vidíme, ºe platí rovnost.

2.2 Vztahy mezi parametry lineárního kódu

Hammingova mez svazuje po£et kódových slov M , délku kódu n a minimální vzdá-
lenost kódu d pro libovovlný kód C ⊂ T n. V p°ípad¥, ºe C je lineární kód, lze pro
parametry n, d a M = qk, kde k = dim C, nalézt p°esn¥j²í meze.

V¥ta (Singletonova nerovnost): Nech´ C ⊂ T n je lineární kód dimenze k s minimální
vzdáleností d. Pak

n+ 1 ≥ k + d.

D·kaz. Z Frobeniovy v¥ty platí, ºe dim C = k = n − hodnost(H). Podle p°edchozí
v¥ty má H alespo¬ d− 1 lineárn¥ nezávislých sloupc·. Proto je hodnost(H) ≥ d−1.
Celkov¥

hodnost(H) = n− k ≥ d−1.

V¥ta (Gilbert-Varshamova mez pro binární kódy): Nech´ T = Z2 a nech´ r, n, d ∈ N
spl¬ují

1 +

(
n− 1

1

)
+

(
n− 1

2

)
+ · · ·+

(
n− 1

d− 2

)
< 2r . (2.1)

Pak existuje kontrolní matice H ∈ T r×n taková, ºe lineární binární kód s kontrolní
maticí H má minimální vzdálenost ≥ d.
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D·kaz. Podle jedné z p°edchozích v¥t k d·kazu sta£í zkonstruuovat matici H tak,
aby kaºdých d− 1 sloupc· této matice bylo lineárn¥ nezávislých nad T = Z2. Jako
první sloupec pro matici H vybereme libovolnou nenulovou r-tici z 0 a 1. P°edpo-
kládejme, ºe uº máme vybráno i sloupc·, i < n tak, ºe kaºdých d−1 z nich je LN.
Chceme vybrat (i+ 1)-ní sloupec a zachovat to, ºe d−1 sloupc· je LN.
Nem·ºeme vybrat sloupec ~0, ani ºádný z uº vybraných, ani sou£et dvou uº vybra-
ných, atd., ani sou£et d−2 uº vybraných sloupc·. Z ostatních sloupc· lze vybrat
cokoliv. Zakázaných sloupc· je ≤ 1 +

(
i
1

)
+
(
i
2

)
+ · · · +

(
i

d−2

)
. Protoºe i ≤ n−1, je

podle (2.1) zakázaných sloupc· mén¥ neº v²ech 2r moºných sloupc·. Tedy existuje
nezakázaný sloupec a ten lze p°idat do matice H.

P°i dané dimenzi kódu k a po£tu chyb, které chceme opravovat, je ºádoucí minimali-
zovat délku kódových slov n.

Nech´ k, d ∈ N. Ozna£me

N(k, d) = min{n ∈ N : existuje lineární binární kód dimenze k

a minimální vzdálenosti d}.

Lze si snadno rozmyslet, ºe N(k, 1) = k a N(1, d) pro kaºdé k, d ∈ N. Taky z°ejm¥
platí, ºe funkce N(k, d) je neklesající v paramteru d, tj. N(k, d1) ≤ N(k, d2), pokud
d1 < d2. Lineární kód C, pro který se nabývá minimální délky N(k, d), není dán
jednozna£n¥. Kaºdý kód, který vznikne z C libovolnou permutací jeho sloºek, je
op¥t kódem, kde se nabývá minima délky.

V¥ta: Pro k, d ∈ N, k ≥ 2 platí N(k, d) ≥ d+N(k−1,
⌈
d
2

⌉
).

D·kaz. Ozna£me n = N(k, d) a nech´ C je linenární binární kód délky n, dimenze
k a minimální vzdálenosti d. V tomto kódu existuje slovo s váhou d. Bez újmy na
obecnosti pozice jsou zpermutovány tak, ºe toto slovo je tvaru 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−d

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
d

. Toto

slovo dáme do báze C a doplníme dal²ími k−1 vektory kódu a vytvo°íme generující
matici

G =


00 . . . 0 11 . . . 1

G1︸︷︷︸
n−d

n¥co


}
k = dim C.

Uvaºujme lineární kód s generující maticí G1.

• Hodnost G1 je k−1: jinak bychom mohli nakombinovat °ádky tak, ºe první
°ádek G1 je roven 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−d

a jeho prodlouºení na rozm¥r n je kódové slovo p·-

vodního kódu C. Nem·ºe to být nulové slovo délky n (to by hodnost(G) < k).
Tedy má tvar 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−d

n¥co nenulové︸ ︷︷ ︸
d

∈ C. To ale implikuje, ºe vzdálenost od

1. °ádku celé matice G je < d - spor.

• Ozna£me d1 minimální vzdálenost kódu s generující maticí G1. V tomto kódu
existuje slovo u ∈ {0, 1}n−d s váhou wt(u) = d1. Prodlouºení u v p·vodním
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kódu je tvaru uv ∈ C. Protoºe 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−d

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
d

∈ C a C je lineární, platí

u︸︷︷︸
n−d

v︸︷︷︸
d

+ 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−d

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
d

= uv ∈ C,

kde v zna£í slovo vzniklé ze slova v zám¥nou 0↔ 1. Proto

wt(u) + wt(v) ≥ d
wt(u) + d− wt(v) ≥ d

2wt(u) ≥ d

}
=⇒ d1 = wt(u) ≥ d

2
.

Kód s generující matici G1 má dimenzi k, minimální vzdálenost d1 ≥
⌈
d
2

⌉
a délku

n− d. Proto N(k − 1,
⌈
d
2

⌉
) ≤ N(k − 1, d1) ≤ n− d = N(k, d)− d.

D·sledek (Griesmerova mez). N(k, d) ≥
k−1∑
i=0

⌈
d
2i

⌉
.

D·kaz. Matematickou indukcí na k dokazujeme výrok:

Pro kaºdé d ∈ N platí N(k, d) ≥
k−1∑
i=0

⌈
d
2i

⌉
.

Jak uº bylo zmín¥no, N(1, d) = d =
0∑
i=0

⌈
d
2i

⌉
. Tvrezní tedy platí pro k = 1.

Nech´ k ≥ 2 a p°edpokládejme, ºe tvrzení je pravdivé pro v²echny hodnoty men²í neº
k. Pak podle p°edchozí v¥ty a induk£ního p°edpokladu

N(k, d) ≥ d+N(k − 1,
⌈
d
2

⌉
) ≥ d+

k−2∑
i=0

⌈
1
2i

⌈
d
2

⌉⌉
≥
⌈
d
20

⌉
+

k−2∑
i=0

⌈
d

2i+1

⌉
=

k−1∑
i=0

⌈
d
2i

⌉
.

V poslední nerovnosti jsme vyuºili z°ejmý vztah⌈
1

2
dye
⌉
≥
⌈

1

2
y

⌉
pro kaºdé y ∈ R.

2.3 Standardní tabulka pro dekódování

V celé této podkapitole se v¥nujeme pouze binárním kód·m.

Chybový vektor. Kdyº p°i p°enosu kódového slova x délky n nastanou chyby,
p°ijmeme vektor y = x + e, kde e = e1 . . . en je tzv. chybový vektor, pro který platí
ei = 1, pokud na i−tém míst¥ nastala chyba a ei = 0, pokud chyba nenastala.
Jeho váha wt(e) je tedy po£et chybných pozic p°i p°enosu.

Nech´ C je lineární binární kód délky n a dimenze k. Vytvo°me tzv. standardní
tabulku následujícím zp·sobem:
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Do nultého °ádku N0 tabulky napí²eme postupn¥ v²echny prvky kódu C, t.j. 2k slov.
Pak vybereme n−tici a1, která neleºí v N0 a dal²í °ádek tabulky N1 bude tvo°en
n−ticemi a1+x, kde x ∈ C. �ádek tabulky N2 vznikne tak, ºe vybereme a2 6∈ N0∪N1

a do N2 napí²eme v²echny n−tice typu a2 +x, x ∈ C. Pro tvorbu N3 op¥t vybereme
a3 6∈ N0 ∪N1 ∪N2, atd. Postupujeme tak dlouho, aº kaºdá n−tice leºí v n¥kterém
°ádku tabulky. Máme tedy 2n−k °ádk·.

Pozorování: Kdyº vy²leme kódové slovo x ∈ C a nastane chyba e, pak p°ijatý vektor
y = x+ e a chyba e leºí ve stejném °ádku tabulky.

D·kaz. Nech´ y leºí v i−tém °ádku a e leºí v j−tém. Pak

y = ai + x1, kde x1 ∈ C
e = aj + x2, kde x2 ∈ C

Odtud ai = y − x1 = x + e − x1 = aj + x2 + x− x1︸ ︷︷ ︸
∈C

a tedy ai leºí v °ádku j−tém,

coº z konstrukce plyne, ºe ai = aj.

Pozorování: Nech´ kód C má kontrolní matici H. Pak pro kaºdé dv¥ n-tice y a z platí
Hy> = Hz> ⇔ y a z leºí ve stejném °ádku tabulky.

D·kaz. y a z leºí ve stejném °ádku ⇔ y − z ∈ C ⇔ H(y − z)> = ~0 ⇔
Hy> = Hz>.

De�nice: Hy> nazýváme syndrom vektoru y.

Standardní tabulka upravíme tak, ºe na první místo kaºdého °ádku umístíme ten
vektor, který má nejmen²í váhu a na konec °ádku umístíme jeho syndrom.

Dekódování: Protoºe p°ijatý vektor y je roven y = x + e, musíme od p°ijatého y
ode£íst neznámé e, abychom získali skute£n¥ vyslané slovo x. Víme, ºe e leºí ve
stejném °ádku jako y. V tomto °ádku, je 2k kandidát· na moºné e. Sou£asn¥ víme,
ºe nejpravd¥podobn¥j²í je chyba na nejmen²ím po£tu míst, a proto za e prohlásíme
vektor s nejmen²ím po£tem jedni£ek, t.j. p°i na²í organizaci tabulky vektor na prv-
ním míst¥ v °ádku, v kterém leºí y. Jak ale p°i p°ijetí y hledat °ádek, ve kterém
leºí? Snadno pomocí Hy>. Z celé tabulky nás tedy zajímá pouze první sloupec (tam
jsou vektory s nejmen²í vahou v °ádku) a poslední sloupec (tam jsou syndromy
jednotlivých °ádk·). Zbytek tabulky se ve skute£nosti m·ºe vymazat.

P°íklad: V tomto p°íklad¥ sestavíme standardní tabulku pro Hamming·v kód s kon-

trolní maticí H =

1001101
0101011
0010111

. Tedy délka n = 7 a dimenze k = 4. Proto kaºdý

°ádek má 24 = 16 slov a celá tabulka má 27−4 = 8 °ádk·.
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0000000 1110001 0110010 1000011 1010100 0100101 1100110 0010111
000

1101000 0011001 1011010 0101011 0111100 1001101 0001110 1111111

1000000 0110001 1110010 0000011 0010100 1100101 0100110 1010111
100

0101000 1011001 0011010 1101011 1111100 0001101 1001110 0111111

0100000 1010001 0010010 1100011 1110100 0000101 1000110 0110111
010

1001000 0111001 1111010 0001011 0011100 1101101 0101110 1011111

0010000 1100001 0100010 1010011 1000100 0110101 1110110 0000111
001

1111000 0001001 1001010 0111011 0101100 1011101 0011110 1101111

0001000 1111001 0111010 1001011 1011100 0101101 1101110 0011111
110

1100000 0010001 1010010 0100011 0110100 1000101 0000110 1110111

0000100 1110101 0110110 1000111 1010000 0100001 1100010 0010011
101

1101100 0011101 1011110 0101111 0111000 1001001 0001010 1111011

0000010 1110011 0110000 1000001 1010110 0100111 1100100 0010101
011

1101010 0011011 1011000 0101001 0111110 1001111 0001100 1111101

0000001 1110000 0110011 1000010 1010101 0100100 1100111 0010110
111

1101001 0011000 1011011 0101010 0111101 1001100 0001111 1111110

Vy²leme-li kódové slovo x = 1010100 a nastane-li jedna chyba na 4. míst¥, p°ijmeme
y = 1011100. (tj. chybový vektor e = 000100) Syndrom Hy> = 110, který odpovídá
4. °ádku tabulky (tabulka za£íná nultým °ádkem). V tomto °ádku skute£n¥ y na-
jdeme. Protoºe první vektor ve 4. °ádku je 0001000, ode£teme tento vektor od y a
dostaneme x̂, které je v na²em p°ípad¥ rovné skute£n¥ vyslanému x. Tedy Hammin-
g·v kód tuto jednu chybu na 4. míst¥ správn¥ opravil (to jsme ale £ekali, protoºe
víme, ºe Hamming·v kód má minimální vzdálenost d = 3, a tedy opravuje jednu
chybu). Vy²leme-li stejné x a chyba nastane na 2. a 4. míst¥, p°ijmeme y = 1111100.
Syndrom Hy> je v tomto p°ípad¥ 100, coº odpovídá 1. °ádku, a tedy od y ode£ítáme
p°edpokládaná chybový vektor 0000001. Dostaneme odhadované x̂ = 1111101, které
není rovno vyslanému x, tj. Hamming·v kód tuto chybu na dvou místech uº neumí
opravit.

Jak vidíme, ve skute£nosti z tabulky pot°ebujeme pouze poslední sloupec syndrom·
a první sloupec vektor· s minimální vahou.

Pozorování: Nech´ binární kód C má minimální vzdálenost d. Ozna£me t =
⌊
d−1
2

⌋
.

Pak kaºdý vektor e s váhou wt(e) ≤ t je na prvním míst¥ n¥kterého °ádku stan-
dardní tabulky.

D·kaz. Sporem: kdyby e byl v °ádku, kde na prvním míst¥ sedí e′. Pak z toho, ºe
He = He′ ⇒ H(e − e′) = ~0 ⇒ e − e′ ∈ C. Z°ejm¥, wt(e − e′) ≤ wt(e) + wt(e′) ≤
2t ≤ 2

⌊
d−1
2

⌋
≤ 2d−1

2
= d − 1. Tedy v C existuje slovo s váhou < d. Spor s de�nicí

minimální vzdáleností.
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Pravd¥podobnost chybného dekódování

P°edpokládejme, ºe v²echna kódová slova jsou vysílaná se stejnou hustotou a ºe dekó-
dujeme podle stand. tabulky.
Pak pravd¥podobnost chybného dekódování je z°ejm¥

Perr = Prob{chybový vektor e se nerovná ºádnému vektoru,

který je v prvním sloupci standardní tabulky}.

Nech´ p < 1
2
je pravd¥podobnost zám¥ny 0 ↔ 1 a nech´ γi = po£et vektor· v

prvním sloupci tabulky, které mají váhu i. Pravd¥podobnost, ºe se chybový vektor
e shoduje s vektorem váhy i se rovná pi(1−p)n−i. Proto pravd¥podobnost, ºe se e

trefí do n¥kterého vektoru z 1. sloupce tabulky je
n∑
i=0

γip
i(1−p)n−i, a tedy

Perr = 1−
n∑
i=0

γip
i(1− p)n−i .

P°íklad: Binární Hammingovy kódy jsou perfektní, jejich délka je n = 2m−1, dimenze
k = 2m − 1 − m, mají minimální vzdálenost d = 3, odtud t = 1. Po£et °ádk· ve
standardní tabulce je roven 2n−k. V na²em p°ípad¥ to je 2n−k = 2m = n + 1. Podle
p°edchozího pozorování se kaºdá n-tice s váhou ≤ t = 1 vyskytne v prvním sloupci
standardní tabulky. Tedy γ0 = 1 (jediný vektor váhy 0) a γ1 = n (n vektor· s váhou
1). T¥chto n+1 vektor· uº vysta£í na n+1 °ádk· standardní tabulky, tj. γi = 0,kdyº
i ≤ 2. Pro Hammingovy kódy jsme tedy dovodili, ºe

Perr = 1− (1−p)n − np(1−p)n−1 .

Nap°. Hamming·v kód n = 7 a dimenze k = 4 má p°i pravd¥podobnosti zám¥ny
0↔ 1 rovné p = 1

10
.

Perr = 1−
(

9

10

)7

− 7

(
9

10

)6

· 1

10
.
= 0.1497

Kdyby se místo sedmic vysílaly p·vodné £tve°ice symbol· (kód má dimnezi 4), tak

Perr = 1− (1−p)4 .
= 0.3439 .

Shannon ukázal, ºe i p°i ²patném p°enosovém za°ízení (krom¥ p = 1
2
) lze zkonstruovat

lineární kód s docela dobrým pom¥rem mezi dimenzi a délkou, a p°itom pravd¥po-
dobnost chybného dekódování je men²í neº p°edem zvolené libovoln¥ malé ε. Vágní
pojem "docela dobrý" nahradíme kapacitou binárního symetrického kanálu. Pro
pravd¥podobnost p ∈ (0, 1) poloºme

C(p) = 1 + p log2(p) + (1−p) log2(1−p) .
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Obrázek 2.1: Graf C(p).

Následující v¥ta je obsahem kurzu Teorie informace, a proto ji uvádíme bez d·kazu.

V¥ta: (Shannonova) Pro kaºdé ε > 0 a kaºdé R < C(p) existuje lineární kód délky n
a dimenze k takový, ºe k

n
≥ R a Perr < ε.
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Kapitola 3

Cyklické kódy

3.1 Generující a kontrolní polynomy

Op¥t v²e omezeno na binární abecedu.

De�nice: Lineární kód C délky n se nazývá cyklický, jestliºe pro kaºdé slovo v =
v0v1 . . . vn−1 ∈ C je také vn−1v0v1 . . . vn−2 ∈ C. Kódová slova budeme zapisovat ve
tvaru polynom· stupn¥ < n, takºe místo v0v1 . . . vn−1 budeme psát v(z) = v0+v1z+
v2z

2 + · · ·+ vn−1z
n−1.

Podmínku cykli£nosti pak m·ºeme napsat ve tvaru

v(z) ∈ C ⇔ z � v(z) ∈ C, (3.1)

kde operace � znamená, ºe násobíme v okruhu polynom· Z2[x]/xn−1, t.j. zn−1 = 0.

Poznámka: V²imn¥me si, ºe z ekvivalence (3.1) plyne, ºe

v(z) ∈ C ⇔ a(z)� v(z) ∈ C, pro lib. polynom a(z). (3.2)

Úmluva: Budeme-li násobit a s£ítat v okruhu Z2[x]/xn − 1, budeme u polynom·
pouºívat prom¥nnou z. Budeme-li mít na mysli operace násobení a s£ítání polynom·
v obvyklém smyslu, budeme pouºívat prom¥nnou x.

P°íklad: Kód kontroly parity délky 4 je tvo°en slovy:

0000, 0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100, 1111.

Je to cyklický kód. Pomocí polynom· jej lze zapsat

C = {0, z2 + z3, z + z3, 1 + z3, 1 + z2, 1 + z, 1 + z + z2 + z3}.
V²imn¥me si, ºe v²echny prvky tohoto kódu jsou násobky polynomu 1+z polynomem
stupn¥ ≤ 2. (Násobíme v okruhu Z2[x]/x4 − 1).

0 = 0 · (z+1) 1+z3 = (1 + z + z2)(1+z)

z2 + z3 = z2(1+z) 1+z2 = (1+z)(1+z)

z + z3 = (z + z2)(1+z) 1+z = 1 · (1+z)

z + z2 = z(1+z) 1 + z + z2 + z3 = (1+z2)(1+z)

17



V¥ta: Kaºdý cyklický kód C délky n a dimenze k obsahuje polynom g(z) stupn¥ n−k
s t¥mito vlastnostmi:

1. Kód C sestává ze v²ech násobk· polynomu g(z) v Z2[x]/xn−1, t.j.

C = {a(z)g(z) : a(z) ∈ Z2[x]/xn − 1}.

2. Polynomy g(z), z g(z), . . . , zk−1 g(z) tvo°í bázi C.

3. Polynom g(x) d¥lí polynom xn − 1.

D·kaz. 1. a 2. Zvolme v C nenulový polynom co nejmen²ího stupn¥. Ozna£me jej
g(z) a jeho stupe¬ nech´ je s.
Nech´ v(z) ∈ C. Pak s ≤ st v ≤ n−1. D¥líme v(x) polynomem g(x)

v(x) = a(x)g(x) + r(x),

kde r(x) je zbytek po d¥lení, tj. r(x) ≡ 0 nebo st r < s. Po dosazení z za prom¥nnou
dostaneme rovnost

r(z) = v(z)︸︷︷︸
∈C

− a(z)g(z)︸ ︷︷ ︸
∈C podle (3.2)

∈ C (z linearity C)

Protoºe r(z) má st r < s, plyne z minimality s, ºe r(z) ≡ 0, a tedy v(z) = a(z)g(z),
kde a(z) je polynom stupn¥ ≤ n−1−s. Ozna£me a(z) = a0+a1z+· · ·+an−1−szn−1−s.
Odtud

v(z) = a0g(z) + a1zg(z) + a2z
2g(z) + · · ·+ an−1−sz

n−1−sg(z) .

Ukázali jsme, ºe kaºdé kódové slovo v(z) lze nakombinovat pomocí koe�cient·
a0, . . . , an−s−1 z polynom· g(z), zg(z), . . . , zn−s−1g(z). Tyto polynomy jsou lineárn¥
nezávislé, a tak tvo°í bázi kódu C. Proto dim C = k = n− s a stupe¬ polynomu g(z)
je s = n− k.
3. Nech´ xn − 1 = a(x)g(x) + r(x), kde st r < st g. Po dosazení z a po£ítání v
okruhu Z2[x]/xn− 1 dostaneme r(z) = −a(z)g(z). Coº znamená, ºe r(z) je prvek C.
Protoºe st r < st g, je r nulový polynom.

De�nice: Polynom g(x) z p°edchozí v¥ty nazýváme generující polynom kódu C a
polynom h(x) = xn−1

g(x)
se nazývá kontrolní.

P°íklad: Jak vypadají cyklické kódy délky 5? Víme

x5 − 1 = (x+1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1)

a polynomy napravo jsou uº ireducibilní, nelze je dál rozloºit na sou£in. Proto existují
dva cyklické kódy:
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C1 s generujícím polynomem x+1 a kontrolním x4 + x3 + x2 + x + 1. Má bázi
tvo°enou polynomy: z+1, z(z+1), z2(z+1), z3(z+1) neboli kódovými slovy
11000, 01100, 00110, 00011, tedy generující matice je

G =


11000
01100
00110
00011

 kód kontroly parity

Abychom dostali kontrolní matici H, hledáme ortogonální dopln¥k (jelikoº má
platit HG> = Θ). Nutn¥ tedy H = (11111).

C2 s generujícím polynomem x4+x3+x2+x+1. Tedy bázi tvo°í jediný polynom
z4 + z3 + z2 + z + 1. Jedná se o opakovací kód C2 = {11111, 00000}.

3.2 Minimální polynomy prvk· t¥lesa Z2[x]/q(x)

Pro konstrukci cyklických kód· délky n pot°ebujeme hledat generující polynomy, je-
jichº vlastností je, ºe d¥lí polynom xn−1. Proto je na²ím cílem (podobn¥ jako v
p°íkladu x5−1 z minulé sekce) nalézt rozklad xn−1 na ireducibilní polynomy

xn−1 = M1(x) ·M2(x) · · · · ·Ml(x) .

Z nich pak budeme volit generující polynomy pro cyklický kód C tak, aby m¥l dobré
parametry. K tomu nám pom·ºe práce s polynomy z t¥lesa Z2[x]/q(x), kde q(x) je
ireducibilní polynom.

De�nice: Nech´ b ∈ Z2[x]/q(x), kde q(x) je ireducibinlní polynom. Minimálním po-
lynomem prvku b nazýváme nenulový polynom f(x) s koe�cienty v Z2 minimálního
stupn¥ takový, ºe f(b) = 0.

P°íklad: V t¥lese Z2[x]/x3 + x+ 1 mají jednotlivé prvky tyto minimální polynomy.

0 1 z z+1 z2 z2+1 z2 + z z2 + z + 1
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
x x+1 x3 + x+ 1 x3 + x2 + 1 x3 + x+ 1 x3 + x2 + 1 x3 + x+ 1 x3 + x2 + 1

V²imn¥me si, ºe máme 4 r·zné minimální polynomy a pro jejich sou£in platí

x(x7−1) = x(x+1)(x3 + x+ 1)(x3 + x2 + 1).

Vzniká p°irozená otázka, zda musí ke kaºdému prvku existovat minimální polynom?
Kladná odpov¥¤ plyne z následujícího faktu. Víme, ºe prvky kone£ného t¥lesa bez
0 tvo°í cyklickou grupu vzhledem k násobení, jinými slovy existuje α ∈ Z2[x]/q(x)
takové, ºe

Z2[x]/q(x) \ {0} = {α, α2, α3, . . . , α2m−2, α2m−1 = 1} .

P°ipome¬me, ºe 2m−1 je po£et nenulových prvk· t¥lesa Z2[x]/q(x), kde m = st q.
Tedy kaºdé nenulové b ∈ Z2[x]/q(x) se dá napsat ve tvaru b = αl pro n¥jaké l, kde
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0 ≤ l ≤ 2m−2. Ze vztahu α2m−1 = 1 plyne (αl)2
m−1 = 1. Tedy kaºdý nenulový prvek

t¥lesa je ko°enem polynomu x2
m−1−1. A proto kaºdý prvek (v£etn¥ 0) je ko°enem

polynomu
x2

m − x = x(x2
m−1−1).

Vlastnosti minimálních polynom·

1. Ke kaºdému prvku existuje jediný minimální polynom.

D·kaz. Kdyby pro b ∈ Z2[x]/q(x) existovaly 2 minimální polynomy f1 a f2,
pak by m¥ly stejný stupe¬ °ekn¥me m. Koe�cient u xm u obou polynom· je
1. Proto polynom f1(x) − f2(x) je stupn¥ < m a b je jeho ko°enem - spor
s minimalitou stupn¥ m.

2. Minimální polynom je ireducibilní nad Z2.

D·kaz. Kdyby b ∈ Z2[x]/q(x) m¥l reducibilní minimální polynom f(x) =
f1(x) · f2(x), kde f1 a f2 mají stupe¬ alespo¬ 1, pak b je ko°enem bu¤ f1
nebo f2 - spor s minimalitou stupn¥ f .

3. Minimální polynom prvku b d¥lí kaºdý polynom, který má b za ko°en.

D·kaz. Nech´ f je minimální polynom prvku b a p je polynom, který má ko°en
b. Po d¥lení

p(x) = a(x)f(x) + r(x)︸︷︷︸
st r<st f

Po dosazení b dostaneme 0 = 0 + r(b). Tedy b je ko°enem polynomu r. Jelikoº
f je nenulový polynom minimálního stupn¥ s ko°enem b, je nutn¥ r(x) nulový
polynom.

4. Kaºdý minimální polynom prvku b ∈ Z2[x]/q(x) d¥lí polynom x2
m

+ x.

D·kaz. D·sledek bodu 3.

!5. Je-li f(x) minimální polynom prvku b, pak f(x) je minimálním polynomem
prvku b2.

D·kaz. Nech´ f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n. Vyuºijeme toho, ºe v Z2

platí a2i = ai a 1 + 1 = 0. Proto

(f(x))2 = a0 + a1x
2 + a2x

4 + · · ·+ anx
2n = f(x2) .

Tedy f(b2) = (f(b))2 = 0. Kdyby b2 bylo ko°enem polynomu stupn¥ men²ího
neº stf , pak by podle bodu 3. minimální polynom prvku b2 d¥lil polynom f a
to je nemoºné, protoºe podle 2. je f ireducibilní.
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Následující v¥ta nám dá návod, jak pro speciální hodnoty n °e²it úlohu rozloºit xn−1
na ireducibilní polynomy.

V¥ta: Nech´ q(x) ∈ Z2[x] je ireducibilní polynom stupn¥ m, pak

x2
m−x = sou£in v²ech r·zných minimálních polynom· prvk· ze Z2[x]/q(x).

D·kaz. V t¥lese Z2[x]/q(x) je kaºdý prvek ko°enem polynomu x2
m − x a podle 3.

vlastnosti sou£in minimálních polynom· d¥lí x2
m−x. Protoºe polynom stupn¥ k má

nejvý²e k ko°en· a t¥leso má 2m prvk·, je stupe¬ sou£inu minimálních polynom·
≥ 2m. Proto je sou£in p°ímo roven x2

m − x.

Zbývá vy°e²it otázku jak hledat minimální polynomy k prvk·m t¥lesa?

V¥ta: Minimální polynom prvku b ∈ Z2[x]/q(x) je

f(x) = (x− b)(x− b2)(x− b4) · · · (x− b2k),

kde k je nejmen²í £íslo takové, ºe b2
k+1

= b.

Poznámka: P°ipome¬me, ºe kaºdý prvek t¥lesa Z2[x]/q(x), které má 2m prvk·, spl-
¬uje b2

m
= b. Hodnota k v p°edchozí v¥t¥ je proto nanejvý² m−1. Jinými slovy

minimální polynom je nanejvý² stupn¥ m.

D·kaz. Z 5. vlastnosti víme, ºe minimální polynomy k prvku b má krom¥ b taky
ko°en b2, a ze stejných d·vod· b4, atd. Proto minimální polynom prvku b nem·ºe
mít men²í stupe¬, neº je stupe¬ f(x) ve zn¥ní v¥ty. Z°ejm¥ b je ko°enem f . Sta£í
tedy ukázat, ºe koe�cienty polynomu f jsou v Z2. S vyuºitím toho, jak je de�nováno
£íslo k, dostaneme

(f(x))2 = (x2− b2)(x2− b4) · · · (x2− b2k+1︸︷︷︸
=b)

) = (x2− b)(x2− b2) · · · (x2− b2k) = f(x2)

Rozepi²me f(x) de�nované ve v¥t¥ do tvaru

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ ak−1x
k−1 + xk, kde ai ∈ Z2[x]/q(x) .

(f(x))2 = a20+a
2
1x

2+· · ·+a2k−1x2(k−1)+x2k = f(x2) = a0+a1x
2+· · ·+ak−1x2(k−1)+x2k.

Porovnáním koe�cient· u stejných mocnin x dostaneme ai = a2i pro kaºdý koe�cient.
Tedy kaºdý koe�cient je ko°enem polynomu x2 − x. Tento polynom má pouze dva
ko°eny 0 a 1. Proto ai ∈ {0, 1}, a tedy v²echny koe�cienty polynomu f(x) jsou v Z2.

P°íklad: V t¥lese Z2[x]/x3 + x + 1 spo£ítejme pomocí p°edchozí v¥ty minimální po-
lynom k prvku b = z+1. Jelikoº

b2 = z2+1, b4 = z4+1 = z2 + z + 1, b8 = z4 + z2 + 1 = z+1 = b,
dostaneme

f(x) = (x−b)(x−b2)(x−b4) = x3+(b+ b2 + b4)︸ ︷︷ ︸
1

x2+(b3 + b5 + b6)︸ ︷︷ ︸
0

x+b7 = x3+x2+1
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3.3 Generující ko°eny cyklických kód·

Pro konstrukci cyklických kód· délky n pot°ebujeme hledat generující polynomy g(x)
takové, ºe xn−1 = g(x)h(x) pro n¥jaký polynom h(x). Kdyº rozloºíme xn−1 na sou-
£in ireducibilních polynom· s koe�cienty v Z2, °ekn¥me xn−1 = f1(x)f2(x) · · · fs(x),
pak z°ejm¥, v²echny moºné generující polynomy g(x) cyklických kód· délky n zís-
káme sou£inem libovolného výb¥ru z polynom· f1 aº fs(x).

Víme uº, jak rozkládat na ireducibilní faktory s koe�cienty v Z2 polynomy tvaru
x2

m−1−1. Ty se rovnají sou£inu minimálních polynom· nenulových prvk· t¥lesa
Z2[x]/q(x), kde m je =st q. Ale málokdy je n tvaru n = 2m−1. Jak postupovat v
tomto p°ípad¥?

• Pro zadané n nalezneme m tak, aby n d¥lilo 2m−1, tj. existuje r takové, ºe
nr = 2m−1. To vynucuje n liché - proto od této chvíle vºdy n liché.

• Nalezneme ireducibilní polynom q(x) stupn¥m a zkonstruujeme t¥leso Z2[x]/q(x).

• Nalezneme β ∈ Z2[x]/q(x) tak, ºe β, β2, . . . , β2m−1 = 1 obsahuje v²echny ne-
nulové prvky t¥lesa.

• Prvky α = βir, kde i = 1, 2, . . . , n jsou v²echny navzájem r·zné ko°eny rovnice
xn = 1. Vskutku,

αn = βirn =
(
βrn
)
)i =

(
β2m−1)i = 1i = 1 .

Navíc prvek α = βr má °ád n, tj. αk 6= 1, pokud 0 < k < n. �ád kaºdého
prvku βir je d¥litelem £ísla n. Z vlastností minimálního polynomu k prvku b
n¥jakého t¥lesa víme, ºe minimální polynom d¥lí kaºdý polynom, který má
ko°en b. Odtud

xn−1 = sou£in min. polynom· prvk· b ∈ Z2[x]/q(x), kde °ád b d¥lí n.

Odvodili jsme následující v¥tu.

V¥ta: Pro generující polynom g(x) cyklického kódu C délky n platí

g(x) = sou£in min. polynom· k prvk·m αi1 , αi2 , . . . , αis

kde α je prvek °ádu n v n¥jakém t¥lese Z2[x]/q(x).

De�nice: Prvky αi1 , αi2 , . . . , αis z p°edchozí v¥ty nazýváme generující ko°eny cyklic-
kého kódu C.

Protoºe kaºdý prvek cyklického kódu v polynomiálním zápise je násobkem generujícího
polynomu, z°ejm¥ platí:

v0v1 . . . vn−1 ∈ C ⇔ v(αij) = 0 pro kaºdé j = 1, 2, . . . , s,

kde v(z) je polynom v0 + v1z + · · ·+ vn−1z
n−1.
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P°íklad: n = 7. Pak sta£í vzít m = 3, protoºe 7|23−1. Za q(x) zvolíme ireducibilní
polynom q(x) = x3 + x + 1 a pracujeme tedy s t¥lesem Z2[x]/x3 + x + 1. Prvek
α = z+1 má °ád n = 7 a lze ov¥°it, ºe jeho minimální polynom je x3 + x2 + 1.
M·ºeme proto zvolit g(x) = x3 + x+ 1. Odtud

v0 + v1z + . . . v6z
6 = v(z) ∈ C ⇔ v(α) = 0, v0, . . . , v6 ∈ {0, 1} .

Neboli v0 + v1α + v2α
2 + · · · + v6α

6 = 0 v t¥lese Z2[x]/x3 + x + 1 dosadíme za
α, α2, . . . , α6.

v0 + v1(z+1) + v2 (z+1)2︸ ︷︷ ︸
z2+1

+ · · ·+ v6 (z+1)6︸ ︷︷ ︸
z2+z

= 0

v0 + v1(z+1) + v2(z
2+1) + v3(z

2) + v4(z
2 + z + 1) + v5(z) + v6(z

2 + z) = 0

Porovnáním koe�cientu u stejných mocnin z dostaneme podmínky

v0 + v1 + v2 + v4 = 0
v1 + v4 + v5 + v6 = 0

v2 + v3 + v4 + v6 = 0

Maticov¥ 1 1 1 0 1 0 0
0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 1 1 0 1


︸ ︷︷ ︸

H


v0
v1
...
v6

 =

0
0
0

 ,

kde H je kontrolní matice cyklického kódu s jedním generujícím ko°enem α °ádu 7.
H obsahuje v²echny nenulové trojice jako sloupce, t.j. kód je Hamming·v. Obecn¥
platí

Fakt: Kaºdý binární Hamming·v kód je cyklický. Má jeden generující ko°en α °ádu
n = 2m−1 a minimální vzdálenost je d = 3.
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Kapitola 4

BCH kódy

Je to nejd·leºit¥j²í t°ída bezpe£nostních kód·. Je pojmenována podle iniciál obje-
vitel·, kterými byli Bose, Chaudhuri, Hocquenghem. Jsou to cyklické kódy liché
délky n, ve kterých lze volbou generujících ko°en· získat poºadovanou minimální
vzdálenost d a rychle dekódovat (daleko rychleji neº se standardní tabulkou).

4.1 BCH kódy pro opravy dvojnásobných chyb

De�nice: Binárním BCH kódem pro dvojnásobné opravy chyb se nazývá kód liché
délky n ≥ 5 s generujícími ko°eny α a α3, kde α je prvek °ádu n v n¥kterém t¥lese
Z2[x]/q(x). Generujícím polynomem tohoto kódu je sou£in minimálních polynom·
prvk· α a α3.

P°íklad A: Konstruujeme cyklický kód délky n = 15 s generujícími ko°eny α a α3.
Najdeme m tak, aby n|2m−1. Tedy m = 4. Jako ireducibilní polynom stupn¥ 4
zvolíme g(x) = x4 + x+ 1 a pracujeme v t¥lese Z2[x]/q(x).

Z2[x]/q(x) = {a0 + a1z + a2z
2 + a3z

3 : a0, a1, a2, a3 ∈ {0, 1}}.

Víme, ºe Z2[x]/q(x) \ {0} = {z, z2, z3, . . . , z15 = 1}, t.j. α = z. Vyuºijeme zápisu
prvk· t¥lesa ve tvrau mocniny generátoru α i znalost minimálních polynom·, viz
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následující tabulka.

prvek Z2[x]/q(x) \ {0} ve tvaru zi minimální polynom prvku

1 z15 = z0 x+1
z z1 x4+x+1
z2 z2 x4+x+1
z3 z3 x4+x3+x2+x+1

1+z z4

z+z2 z5

z2+z3 z6

1+z+z3 z7

1+z2 z8

z+z3 z9

1+z+z2 z10

z+z2+z3 z11

1+z+z2+z3 z12

1+z2+z3 z13

1+z3 z14

Uvaºujme cyklický kód s generujícími ko°eny α = z a α3 = z3. Generující polynom
kódu je g(x) = (x4 + x + 1)(x4 + x3 + x2 + x + 1). Generující polynom má stupe¬
8, proto dimenze kódu k = n−8 = 15− 8 = 7.

Polynom v(z) stupn¥ ≤ 14 je kódovým slovem práv¥ tehdy, kdyº v(α) = 0 a v(α3) = 0,
formáln¥

v0v1 . . . v14 ∈ C ⇐⇒
14∑
i=0

viα
i = 0 a

14∑
i=0

viα
3i = 0.

P°ipome¬me, ºe kaºdý prvek t¥lesa je polynom stupn¥ ≥ 3, tj. je reprezentován 4
koe�cienty u mocnin z0, . . . , z3. Proto rovnost nule u dvou p°edchozích sum dává
dohromady 8 rovnic pro ke�cienty polynom·.

I kdyº kontrolní matici formáln¥ zapisujeme takto

H =

(
1 α α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9 α10 α11 α12 α13 α14

1 α3 α6 α9 α12 1 α3 α6 α9 α12 1 α3 α6 α9 α12

)
,

její skute£ný tvar je

H =



1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 . . .
0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 . . .
0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 . . .
0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 . . .

1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 . . .
0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 . . .
0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 . . .
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 . . .


∈ {0, 1}8×15
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4.2 Dekódování BCH kód· pro opravy dvojnásob-
ných chyb

Dekódování BCH kódu s generujícími ko°eny α, α3

• Vyslali jsme slovo v a p°edpokládejme, ºe do²lo k dv¥ma chybám na pozici i−té
a j−té. Chybový polynom je tedy tvaru e(z) = zi + zj. Vypo£teme syndrom

H · w =

(
w(α)
w(α3)

)
=

(
s1
s2

)
=

(
αi + αj

α3i + α3j

)
. Ze znalosti s1 a s2 chceme zjistit

pozici i a j. �e²íme soustavu

s1 = αi + αj

s2 = α3i + α3j

Protoºe i 6= j (chyba na dvou r·zných místech) je s1 6= 0. Z první rovnice

s31 = α3i + α2iαj + αiα2jα3j = α3i + α3j︸ ︷︷ ︸
s2

+αiαj (αi + αj)︸ ︷︷ ︸
s1

Odtud αiαj = s−11 (s31 + s2) = s21 + s−11 s2.
Uvaºujme kvadratickou rovnici

(λ+ αi)(λ+ αj) = λ2 + (αi + αj)λ+ αiαj = λ2 + s1λ+ s21 + s−11 s2.

Kdyº nalezneme ko°eny této rovnice, zjistíme pozici i a j.

• P°edpokládejme, ºe do²lo k jediné chyb¥ na pozici i−té. Pak s1 = αi a s2 = α3i.
Neboli s31 = s2 a p°edchozí rovnice má tvar λ2 + s1λ. Tato rovnice má ko°eny
s1 = αi a 0.

Algoritmus pro dekódování:

Spo£ítej syndrom
(
s1
s2

)
.

Pokud s1 = s2 = 0, pak za vyslané slovo prohlásíme p°ijaté.
Jinak hledáme ko°eny rovnice λ2 + s1λ+ s21 + s2s

−1
1 .

Bu¤ jsou ko°eny 0 a αi, pak nastala jedna chyba a opravíme i−tou pozici.
Nebo jsou ko°eny αi a αj a opravíme i−tou a j−tou pozici.

Poznámka: Cyklické kódy s ko°eny α a α3 jsme apriori nazvali "kódy opravující dv¥
chyby". Vidíme, ºe tento název byl opodstatn¥ný.
Dekódování, které jsme práv¥ popsali, je zaloºené na °e²ení kvadratické rovnice.
To probereme v následující sekci. Toto dekódování opraví nejvíce dv¥ chyby. Pro
dekódování lze pouºít i standardní tabulku, která opraví i n¥které dal²í chyby, ale
je mnohem pomalej²í.
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4.3 �e²ení kvadratických rovnic v t¥lese Z2[x]/q(x)

�e²ení kvadratických rovnic v kone£ných t¥lesech se podstatn¥ li²í od metody, kterou
známe pro t¥leso R nebo C. Je zaloºeno na existenci tzv. normální báze. Kone£né t¥-
leso Z2[x]/q(x), kde q(x) je ireducibilní polynom, je vektorovým prostorem dimenze
m nad t¥lesem Z2.

V¥ta(Davenport 1968): V t¥lese GF (pm) existuje primitivní prvek β takový, ºe

β, βp, βp
2

, . . . , βp
m−1

tvo°í bázi GF (pm) jako vektorového prostoru nad Zp. tzv. normální báze. Jinými
slovy, kaºdý prvek d ∈ GF (pm) lze vyjád°it ve tvaru

d =
m−1∑
i=0

aiβ
pi , kde a0, a1, . . . , am−1 ∈ Zp .

�íslo Tr(d) := a0 + a1 + · · ·+ am−1 nazýváme stopa prvku d.

P°íklad: V t¥lese GF (24) = Z2[x]/q(x), kde q(x) = x4+x+1 (uvedené u BCH kód·)
tvo°í

β = z3, β2 = z6+z2+z3, β4 = z12 = 1+z+z2+z3, β8 = z24 = z9 = z+z3

normální bázi. Platí totiº, ºe kaºdý polynom p·vodní báze 1, z, z2, z3 v ní lze vyjád°it

1 = 1 · β + 1 · β2 + 1 · β4 + 1 · β8

z = 1 · β + + 1 · β8

z2 = 1 · β2 + + 1 · β8

z3 = 1 · β

Volba β = z, β2 = z2, β4 = z4 = z+1, β8 = z2+1 netvo°í bázi.

Lemma: Nech´ aλ2 + bλ+ c = 0 je kvadratická rovnice pro neznámou λ s koe�cienty
a, b, c ∈ Z2[x]/q(x), kde a, b 6= 0. Pak substituce λ = b

a
µ p°evede rovnici na tvar

µ2+µ+ ca
b2

= 0.

D·kaz. Plyne z tvaru substituce.

D·sledek: Sta£í se omezit na °e²ení kvadratických rovnic ve tvaru

µ2 + µ+ d = 0 a µ2 + d = 0 .

V¥ta 1: Rovnice µ2 + d = 0 má vºdy °e²ení. Pokud β, β2, β22 , . . . , β2m−1
je normální

báze a d v ní má tvar

d = d0β + d1β
2 + d2β

22 + · · ·+ dm−1β
2m−1

, kde d0, d1, . . . , dm−1 ∈ Z2 ,

pak °e²ením je µ = d1β + d2β
2 + d3β

22 + · · ·+ d0β
2m−1

.
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D·kaz. Dosazením navrhovaného °e²ení do kvadratické rovnice s vyuºitím rovnosti
β2m = β.

V¥ta 2: Rovnice µ2 + µ + d = 0 má °e²ení práv¥ tehdy, kdyº Tr(d) = 0 . V p°ípad¥,
ºe Tr(d) = 0, pak existují dv¥ °e²ení

µ(1) = 1 · β + (d1+1)β2 + (d1+d2+d3+1)β22 + · · ·+ (d1+d2 + . . .+dm−1+1)β2m−1

µ(0) = d1β
2 + (d1+d2)β

22 + (d1+d2+d3)β
23 + · · ·+ (d1+d2 + . . .+dm−1)β

2m−1

D·kaz. Hledejme °e²ení µ zapsané v normální bázi

µ = µ0β + µ1β
2 + µ2β

22 + · · ·+ µm−1β
2m−1

.

Pak µ2 = µm−1β + µ0β
2 + µ1β

22 + · · ·+ µm−2β
2m−1

.
Odtud

Tr(µ2+µ) = µ0+µm−1+µ1+µ0+ . . .+µm−1+µm−2 = 2(µ0+µ1+ . . .+µm−1) = 0 = Tr(d).

Z druhé strany ov¥°me, ºe µ(1) a µ(0) jsou °e²ení za p°edpokladu, ºe Tr(d) = 0.
Vskutku(
µ(0)
)2

+ µ(0) =d1β
22 + (d1+d2)β

23 + (d1+d2+d3)β
24 + · · ·+ (d1+d2+ . . .+dm−2)β

2m−1

(d1+d2+ . . .+dm−1)β + d1β
2 + (d1+d2)β

22 + (d1+d2+d3)β
23+

+ · · ·+ (d1+d2+ · · ·+ dm−1)β
2m−1

=

= (d1+d2+ · · ·+ dm−1)︸ ︷︷ ︸
d0

β + d1β
2 + d2β

22+ = d3β
23 + · · ·+ dm−1β

2m−1

=d

P°íklad: V t¥lese V t¥lese GF (24) = Z2[x]/q(x), kde q(x) = x4+x+1 (uvedené u
BCH kód·) máme rozhodnout o °e²ení rovnice

λ2 + λ+ z2+z+1︸ ︷︷ ︸
d

= 0.

V normální bázi z p°íkladu za Davenportovou v¥tou

d = 1 · β + 0 · β2 + 1 · β4 + 0 · β8 ⇒ Tr(d) = 1+0+1+0 = 0.

Máme dv¥ °e²ení

λ(0) = 0 · β2 + 1 · β4 + 1 · β8 = 1+z2,

λ(1) = 1 · β + 1 · β2 = z2.

Ov¥°me

(1+z2)2︸ ︷︷ ︸
(λ(0))2

+ 1+z2︸ ︷︷ ︸
λ(0)

+ z2+z+1︸ ︷︷ ︸
d

= 1+ z4︸︷︷︸
z+1

+1+z2+z2+z+1 = 0

(z2)2︸︷︷︸
λ(1)

+z2+z2+z+1 = z+1︸︷︷︸
z4

+z2+z2+z+1 = 0
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4.4 BCH kódy pro opravy d násobných chyb

De�nice: BCH kód s plánovanou vzdáleností d = 2, 3, 4, . . . je kód liché délky n ≥ d
s generujícími ko°eny α, α2, α3, . . . , αd−1, kde α je prvek n−tého °ádu v n¥jakém
t¥lese Z2[x]/q(x). Kontrolní matice tohoto kódu je

H =


1 α α2 α3 . . . αn−1

1 α2 (α2)2 (α2)3 . . . (α2)n−1

1 α3 (α3)2 (α3)3 . . . (α3)n−1

...
1 αd−1 (αd−1)2 (αd−1)3 . . . (αd−1)n−1


Poznámka: Sudé mocniny mezi generujícími ko°eny jsou zbyte£né. Polynom v(z) má
totiº s kaºdým ko°enem αi taky ko°en α2i, α4i, . . . Odtud plyne, ºe BCH kódy s
plánovanou vzdáleností d = 2t a d = 2t+1 jsou totoºné a mají generující ko°eny
α, α3, α5, . . . , α2t−1. Proto budeme p°edpokládat, ºe plánovaná vzdálenost d je liché
£íslo a kontrolní matice je tvaru

H =


1 α α2 α3 . . . αn−1

1 α3 α6 α9 . . . α3(n−1)

1 α5 α10 α15 . . . α5(n−1)

...
1 αd−2 α2d−4 α3d−6 . . . α(d−2)(n−1)


P°íklad: BCH kód délky 15 s plánovanou vzdáleností 7 má ko°eny α, α3, α5, a tedy
generující polynom g(x) bude sou£inem minimálních polynom· k t¥mto ko°en·m.

V t¥lese Zp[x]/q(x) z p°íkladuA s polynomem q(x) = x4+x+1 a z tabulky ze stejného
p°íkladu nalezneme minimální polynom k prvku α = z, t.j. Mα(x) = x4 + x+ 1 a k
α = z3, t.j. Mα3(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1.
Minimální polynom k α5 spo£ítáme podle v¥ty o hledání minimální polynom·

Mα5(x) = (x− α5)(x− (α5)2), jelikoº uº (α5)2
2

= α20 = α5 .

Tedy
Mα5(x) = (x− α5)(x− α10) = x2 − (α5 + α10)x+ α15 = x2 + x+ 1.

P°i úpravách jsme op¥t vyuºili tabulku z A, podle ní α5 +α10 = α+α2 +1+α+α2 = 1.

Generující polynom BCH kódu s ko°eny α, α3, α5 je

g(x) = Mα(x)Mα3(x)Mα5(x) = (x4+x+1)(x4+x3+x2+x+1)(x2+x+1).

Protoºe g má stupe¬ 10, je dimenze kódu C rovna 15− 10 = 5.

Na²ím cílem dále bude ukázat, ºe kód s plánovanou vzdáleností d má minimální vzdá-
lenost alespo¬ d. K tomu budeme pot°ebovat ur£it, kdy je nenulový determinant
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Vandermondovy matice rozm¥ru d× d s parametry a1, a2, . . . , ad

V (a1, a2, . . . , ad) = det



1 1 . . . 1
a1 a2 ad
a21 a22 a2d
a31 a32 a3d
...

...
...

ad−11 ad−12 ad−1d



Lemma: V (a1, a2, . . . , ad) = V (a1, a2, . . . , ad−1) ·
d−1∏
i=1

(ad − ai).

D·kaz. Uvaºujme polynom prom¥nné t (poslední sloupec matice jsme nahradili moc-
ninami t)

p(t) = det



1 1 . . . 1
a1 a2 t
a21 a22 t2

a31 a32 t3

...
...

...
ad−11 ad−12 td−1


.

Po£ítáme-li determinant rozvojem podle posledního sloupce, dostaneme, ºe koe�ci-
ent u nejvy²²í mocniny td−1 je V (a1, a2, . . . , ad−1). Pokud za prom¥nnou t dosadíme
ai, pak ma matice dva stejne sloupce a determinant je 0. Proto a1, a2, . . . , ad−1 jsou
ko°eny p(t). Polynom stupn¥ d − 1, u kterého známe d − 1 ko°en· i koe�cient u
nejv¥t²í mocniny, má tvar

p(t) = V (a1, a2, . . . , ad−1)(t− a1)(t− a2) · · · (t− ad−1) .

Sta£í za t dosadit ad a uv¥domit si, ºe p(ad) = V (a1, a2, . . . , ad).

D·sledek: V (a1, a2, . . . , ad) =
∏

d≥j>i≥1
(aj − ai).

V¥ta: BCH kód s plánovanou vzdálenosti d má minimální vzdálenost ≥ d.

D·kaz. Lineární kód má minimální vzdálenost ≥ d pokud kaºdých d−1 sloupc·
kontrolní matice H je lineárn¥ nezávislých. Pro d·kaz sporem p°edpokládejme, ºe
sloupce i1, i2, . . . , id−1 matice

H =


1 α α2 α3 . . . αn−1

1 α2 α4 α6 . . . α2(n−1)

...
1 αd−1 . . . α(d−1)(n−1)


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jsou LZ. Pak determinant matice utvo°ené z t¥chto sloupc· je = 0. Ale

det


αi1 αi2 . . . αid−1

α2i1 α2i2 . . . α2id−1

...
...

...
α(d−1)i1 α(d−1)i2 . . . α(d−1)id−1

 = αi1αi2 . . . αid−1V (αi1 , αi2 , . . . , αid−1)

= αi1αi2 . . . αid−1

∏
d−1≥k>j≥1

(αik − αij) 6= 0

protoºe 1, α, α2, . . . , αn−1 jsou navzájem r·zná £ísla. Spor.

Dekódování BCH kódu

Nech´ plánovaná vzdálenost d = 2t+1. P°edpokládejme, ºe víme, ºe do²lo k p chybám,
p ≤ t. Existují tedy sou°adnice i1, i2, . . . , ip, kde má chybový vektor e sloºku 1.

e = (0, . . . , 0, 1
i1
, 0, . . . , 0, 1

i2
, 0, . . . , 0, 1

ip
, 0, . . . , 0).

P°ejd¥me op¥t k polynomiálnímu zápisu slov. Vyslali jsme v(z) ∈ C, nastala chyba

e(z) =
p∑

k=1

zik a obdrºeli jsme na p°íjmu slovo w(z) = v(z) + e(z).

Protoºe v(z) ∈ C je násobek generujícího polynomu, který má ko°eny α, α2, . . . , αd−1,
platí v(αk) = 0 pro k = 1, . . . , d−1.
Proto H · w(α) = H · e(α)

H·e(α) =


1 α α2 . . . αn−1

1 α2 α4 . . . α2(n−1)

...
1 αd−1 . . . α(d−1)(n−1)





0
0
1
...
1
...
0


=


s1
s2
...

sd−1

 = syndrom, d−1 = 2t,

kde

s1 = αi1 + αi2 + · · ·+ αip

s2 = (αi1)2 + (αi2)2 + · · ·+ (αip)2

...

sd−1 = (αi1)d−1 + (αi2)d−1 + · · ·+ (αip)d−1.

Úkolem je ze znalosti s1, s2, . . . , sd−1 (to jsou sloºky syndromu) vypo£ítat neznámé
a1 = αi1 , a2 = αi2 , . . . , ap = αip . Kdyº budeme znát a1, . . . , ap budeme v¥d¥t, na
kterých p pozicích nastaly chyby, a ty opravíme.

De�nice: Lokátorem p násobné chyby rozumíme polynom

f(x) = (1− a1x)(1− a2x) . . . (1− apx).
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1. Ukáºeme, jak ze znalosti s1 = a1 + a2 + · · ·+ ap, s2 = a21 + a22 + · · ·+ a2p, . . . ,
sd−1 = s2t = a2t1 + a2t2 + · · · + a2tp ur£it koe�cienty f1, f2, . . . , fp lokátoru chyb
f(x) = 1 + f1x+ f2x

2 + · · ·+ fpx
p.

2. Pak nalezneme ko°eny r1, r2, . . . , rp polynomu f . A pot°ebné ai získáme ze
vztahu a1 = r−11 , a2 = r−12 , . . . , ap = r−1p . Te¤ uº víme, které pozice i1, . . . , ip
opravit.

Ur£ení koe�cient· f1, . . . , fp v lokátoru chyb.

1 + f1x+ f2x
2 + · · ·+ fpx

p = (1− a1x)(1− a2x) . . . (1− apx) = f(x)

Formáln¥ derivujeme:

f ′(x)

f(x)
=
−a1

1− a1x
+
−a2

1− a2x
+ · · ·+ −ap

1− apx
= −1

x

(
+∞∑
j=1

(a1x)j + · · ·+
+∞∑
j=1

(apx)j

)

= −1

x

+∞∑
j=1

(aj1 + aj2 + · · ·+ ajp︸ ︷︷ ︸
sj pro j=1,2,...,2t

)xj

Celkov¥

−xf ′(x) = f(x)
+∞∑
j=1

(aj1 + aj2 + · · ·+ ajp)x
j (4.1)

Víme, ºe

f ′(x) = f1 + 2f2x+ 3f3x
2 + 4f4x

3 + 5f5x
4 + · · ·+ pfpx

p−1

= f1 + f3x
2 + f5x

4 + . . .

(protoºe 2 = 0 v t¥lese). Porovnáním koe�cient· v (4.1) u stejných mocnin x dosta-
neme

x1 : f1 = s1f0 = s1

x3 : f3 = s3 + f1s2 + f2s1

x5 : f5 = s5 + s4f1 + s3f2 + s2f3 + s1f4

�e²íme soustavu pro neznámé f1, . . . , fp se známými koe�cienty s1, . . . , s2p−1. Mati-
cov¥ dostaneme

s1
s3
s5
...

s2p−1

 =


1 0 0 0 0 . . . 0 0
s2 s1 1 0 0 0 0
s4 s3 s2 s1 1 0 0
...

...
...

...
...

s2p−2 s2p−3 s2p−4 s2p−5 s2p−6 sp sp−1


︸ ︷︷ ︸

Ozna£me matici Mp


f1
f2
f3
...
fp



Vy°e²ením této rovnice dostaneme koe�cienty lokátoru chyb. Problémem pro se-
stavení t¥chto rovnic je to, ºe nevíme hodnotu p, t.j. skute£ný po£et chyb. Tento
problém °e²í následující v¥ta, kterou uvedeme bez d·kazu.
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V¥ta: Pro kaºdé p = 1, 2, . . . , t+1 a faktický po£et chyb E platí

detMp = 0 pro p > E+1,

detME 6= 0,

detME+1 6= 0.

Záv¥r: Za p postupn¥ dosazujeme t+1, t, t−1, t−2, . . . tak dlouho, aº narazíme na
detMp 6= 0 a prohlásíme, ºe do²lo k p−1 chybám.
Pokud detMp 6= 0 pro kaºdé p, °ekneme, ºe do²lo k velké chyb¥.
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Kapitola 5

Binární kódy s velkou minimální
vzdáleností

V této kapitole se budeme zabývat obecnými binárními kódy, nemusejí být lineární.
Pro lineární kódy jsme p°i zkoumání vztahu mezi parametry zavedli N(k, d) jako
minimální délku lineárního binárního kódu, který má dimenzi k a minimální vzdále-
nost d. Binární lineární kód dimenze k má 2k slov. Tedy jsme se pro �xovaný po£et
slov M = 2k a �xovanou minimální zdálenost d snaºili hledat co nejkrat²í délku
kódových slov n.

Nyní budeme uvaºovat duální úlohu. K p°edepsané délce kódového slova n a minimální
vzdálenosti alespo¬ d budeme hledat kód s co nejv¥t²ím po£tem kódových slov M .
O kódu C °ekneme, ºe je to (n,M, d)-kód, pokud platí C ⊂ {0, 1}n, M = #C a
d ≥ min{dist(x, y) : x, y ∈ C, x 6= y}.

De�nujme
A(n, d) = max{M : existuje (n,M, d)-kód}

V p°ípad¥, ºe d je dostate£n¥ velké vzhledem k n, jsou známé p°esné hodnoty A(n, d).
V následující sekci odvodíme horní odhady na A(n, d) a pozd¥ji ukáºeme, ºe se jich
za jistých okolností nabývá.

5.1 Plotkinova mez

Nejd°íve odvodíme n¥které vlastnosti hodnot A(n, d).

Lemma 1: Pro kaºdé n, r ∈ N platí A(n, 2r−1) = A(n+1, 2r).

D·kaz. Nech´ C je (n,M, 2r−1)-kód, kdeM = A(n, 2r−1). Prodluºme kaºdé kódové
slovo x = x1 · · · xn ∈ C symbolem xn+1 ∈ {0, 1} tak, aby x1 + · · · + xn + xn+1 = 0
mod 2. Kdyº se x = x1 · · ·xn ∈ C a y = y1 . . . yn ∈ C li²ily na lichém po£tu míst,
dopln¥né symboly jsou r·zné, tj. xn+1 6= yn+1 a roz²í°ené slova se tak nov¥ li²í o jednu
pozici navíc. Tedy roz²í°ené slova z C tvo°í (n+1,M, 2r)-kód. Tím jsme ukázali, ºe
A(n, 2r−1) ≤ A(n+1, 2r).
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Na druhé stran¥ nech´ C̃ je (n+1, M̃ , 2r)-kód, kde M̃ = A(n+1, 2r). Umaºme z kaºdé
(n+1)-tice x̃ ∈ C̃ poslední sou°adnici. Dostaneme (n, M̃, 2r−1)-kód. Proto platí i
obrácená nerovnost A(n, 2r−1) ≥ A(n+1, 2r).

Lemma 2: Pro kaºdé n, d ∈ N, n > 1, platí A(n, d) ≤ 2A(n−1, d).

D·kaz. Nech´ C je (n,M, d)-kód, kde M = A(n, d). Ozna£me

C1 = {x ∈ C : první sloºka x je 1}
C0 = {x ∈ C : první sloºka x je 0}.

Bez újmy na obecnosti p°edpokládejme, ºe #C1 ≥ #C0. Odtud #C1 ≥ M
2
. Odstra-

n¥ním první sloºky (které je u v²ech slov z C1 rovna 1) dostaneme (n−1,M1, d)-kód,
kde M1 = #C1. Proto platí také A(n−1, d) ≥M1 ≥ M

2
= 1

2
A(n, d).

Lemma 3: Nech´ 2d > n. Pak A(n, d) ≤ 2
⌊

d
2d−n

⌋
.

D·kaz. Nech´ C je (n,M, d)-kód, kde M = A(n, d). Napi²me si v²echna slova kódu
C pod sebe. Dostaneme tak tabulku oM °ádcích a n sloupcích. Ozna£me αi = po£et
0 v i−tém sloupe£ku tabulky. Z°ejm¥ M − αi = po£et 1 v i−tém sloupe£ku.

dM(M − 1) ≤
∑
x∈C

∑
y∈C

dist(x, y) = 2
n∑
i=1

αi(M − αi).

Protoºe funkce x(M − x) nabývá maxima v bod¥

x =
M

2
pokud je M sudé, odhadneme αi(M − αi) ≤

M2

4
;

x =
M−1

2
pokud je M liché, odhadneme αi(M − αi) ≤

M2 − 1

4
.

Pro M sudé tak odvodíme:

dM(M − 1) ≤ nM2

2
⇒ 2d(M − 1) ≤ nM ⇒ M(2d− n) ≤ 2d

a odtud
M

2︸︷︷︸
∈N

≤ d

2d− n
⇒ M

2
≤
⌊

d

2d− n

⌋
.

Pro M liché:

dM(M − 1) ≤ n
M2 − 1

2
⇒ 2dM ≤ n(M + 1) ⇒ M + 1

2︸ ︷︷ ︸
∈N

≤ d

2d− n

a odtud
M + 1

2
≤
⌊

d

2d− n

⌋
⇒ M ≤ 2

⌊
d

2d− n

⌋
− 1.
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V¥ta 4 (Plotkinova mez)

1. Pokud d je sudé a 2d > n, pak A(n, d) ≤ 2
⌊

d
2d−n

⌋
.

2. Pokud d je sudé, pak A(2d, d) ≤ 4d.

3. Pokud d je liché a 2d+ 1 > n, pak A(n, d) ≤ 2
⌊

d+1
2d+1−n

⌋
.

4. Pokud d je liché, pak A(2d+ 1, d) ≤ 4d+ 4.

D·kaz:

1. To je tvrzení lemmatu 3.

2. A(2d, d)
Lemma 2

≤ 2A(2d− 1, d)
Lemma 3

≤ 2 · 2 ·
⌊

d
2d−(2d−1)

⌋
= 4d.

3. A(n, d)
Lemma 1

= A(n+ 1, d+ 1)
Lemma 3

≤ 2
⌊

d+1
2d+1−n

⌋
.

4. A(2d+ 1, d)
Lemma 1

= A(2d+ 2, d+ 1)
V¥ta 4 (2)

≤ 4(d+ 1).

Na²ím cílem bude ukázat, ºe v Plotkinových mezích platí v²ude rovnosti. K tomu
budeme vyuºívat kódy konstruované pomocí Hadamardových matic.

De�nice: �tvercová maticeH °ádu n s prvkyHij ∈ {1,−1} pro kaºdé i, j ∈ {1, 2, . . . , n},
taková, ºe

HH> = nI.

se nazývá Hadamardova matice.

Poznámka: Jelikoº 1
n
HH> = I, je matice 1

n
H inverzní k maticí H>. Proto také

H>( 1
n
H) = I, tj.

H>H = HH> = nI .

Tedy °ádky i sloupce matice H jsou navzájem kolmé a mají velikost
√
n. Libovolná

permutace °ádk· resp. sloupc· neporu²í jejich vzájemnou kolmost ani jejich velikost,
proto neporu²í ani hadamardovskost matice.

Poznámka: Vynásobíme-li v Hadamardov¥ matici libovolný sloupec nebo °ádek £ís-
lem −1, op¥t neporu²íme vzájemnou kolmost ani velikost sloupc· resp. °ádk·, tj.
dostaneme op¥t Hadamardovu matici. Tedy existuje-li Hadamardova matice °ádu n,
existuje i Hadamardova matice stejného °ádu, která má v²echny prvky v 1. °ádku a
v 1. sloupci rovny 1. Nazýváme ji standardní Hadamardova matice.

Úmluva: �ád Hadamardovy matice ob£as vyzna£ujeme dolním indexem, pí²eme
Hn. Kv·li p°ehlednosti budeme prvky −1 v Hadamardov¥ matice zapisovat jako 1.

P°íklad: H1 = (1) , H2 =

(
1 1
1 1

)
, H4 =


1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

 .
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Pokusíme-li se najít Hadamardovou matici °ádu 3, nepoda°í se nám to. Fakt, ºe nejaký
°ádek má být kolmý na °ádek ze samých jedni£ek totiº vynucuje, ºe v n¥m musí být
polovina jedni£ek a polovina minus jedni£ek. Tedy °ád matice musí být nutn¥ sudý.
Ani to v²ak nesta£í, jak °íká následující v¥ta.

V¥ta: Nech´ existuje Hadamardova matice °ádu n. Pak n = 1 nebo n = 2 nebo n je
d¥litelné £ty°kou.

D·kaz: Uvaºujme n ≥ 3 a bez újmy na obecnosti nech´H je standardní Hadamardova
matice °ádu n. Zpermutujeme sloupce tak, aby 1.,2. a 3. °ádek m¥l tvar

111 11111 111 11
111 11111 1̄1̄1̄ 1̄1̄
111︸︷︷︸
a-krát

1̄1̄1̄1̄1̄︸ ︷︷ ︸
b-krát

111︸︷︷︸
c-krát

1̄1̄︸︷︷︸
d-krát︸ ︷︷ ︸

n

Ze vzájemné kolmosti °ádk· dostaneme

1. ⊥ 2.⇒ a+ b− c− d = 0
1. ⊥ 3.⇒ a− b+ c− d = 0
2. ⊥ 3.⇒ a− b− c+ d = 0

a+ b+ c+ d = n∑
⇒ 4a = n

Konstrukci Hadamardových matic se budeme v¥novat ve zvlá²tní sekci. Dodnes se v²ak
neví, zda nutná podmínka z p°edchozí v¥ty je i posta£ující. V²eobecn¥ se usuzuje,
ºe platí

Domn¥nka: Kdyº n je d¥litelné £ty°mi, pak existují Hadamardova matice °ádu n.

V roce 2008 se o 13 £íslech n, která jsou d¥litelná £ty°mi a jsou men²í neº 2000,
nev¥d¥lo, zda existuje Hadamardova matice °ádu n. Jsou to °ády: 668, 716, 892,
1004, 1132, 1244, 1388, 1436, 1676, 1772, 1916, 1948 a 1964.

5.2 Levenshteinova v¥ta

Cílem této sekce je dokázat, ºe se v Plotkinových mezích nabývá rovnosti. To je obsa-
hem Levenshteinovy v¥ty. K jejímu d·kazu budeme pot°ebovat dv¥ ingredience: tzv.
Hadamardovy kódy a skládání kód·. Budeme vyuºívat operaci E, která ve slovech
z {0, 1}n zam¥¬uje 0 a 1. P°íklad: E(10011) = 01100.

Hadamardovy kódy

Nech´ Hn je standardní Hadamardova matice °ádu n.

An : V matici Hn zam¥níme 1 → 0 a 1 → 1. �ádky takto vzniklé matice
prohlásíme za slova kódu An.
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P°íklad: A4 obsahuje slova 0000, 0101, 0011, 0110.

Tvrzení: Kód An je (n, n, n
2
)−kód.

D·kaz: Kaºdé dva r·zné °ádky Hadamardovy matice, ozna£me je
x = x1x2 · · · xn ∈ {1, 1}n a y = y1y2 · · · yn ∈ {1, 1}n,

jsou na sebe kolmé. To jest x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn = 0. Proto pro polovinu
index· i platí, ºe xiyi = 1 (a tedy xi = yi ) a pro dal²í polovinu platí xiyi = 1
(a tedy xi 6= yi). Tedy kaºdé dv¥ kódová slova se li²í na n

2
místech.

An : Vznikne tak, ºe z kaºdého slova kódu An ubereme 1. sloºku.

Tvrzení: Kód An je (n−1, n, n
2
)−kód.

D·kaz: ProtoºeHn je standardní matice, kaºdý °ádek matice za£íná jedni£kou,
a tedy kaºdý prvek kódu An za£íná nulou. Proto po umaznání první sloºky se
nezm¥ní po£et míst, kde se r·zné °ádky li²í.

A′n : Vznikne z An tak, ºe vybereme z An slova, která za£ínají na 0, a tu
²krtneme.

Tvrzení: Kód A′n je (n−2, n
2
, n
2
)−kód.

D·kaz: Protoºe druhý sloupec matice Hn je kolmý na první sloupec, který
je ze samých jedni£ek, obsahuje druhý sloupec matice Hn polovinu jedni£ek a
polovinu minus jedni£ek. Tj. u kódu An za£íná polovina slova nulou a polovina
jedni£kou.

Bn : Pokládáme Bn = An ∪ EAn.
Tvrzení: Kód Bn je (n−1, 2n, n

2
−1)−kód.

D·kaz: Kaºdá dv¥ slova kódu An se li²í na n
2
místech a shodují se n

2
místech.

Proto v kódu An se dv¥ r·zná slova shodují na n
2
− 1 místech a li²í na n

2

místech. Sta£í si uv¥domit, ºe pro operaci E na slovech libovolné délky k platí:
dist(x,E(y)) = k−dist(x, y), dist(x,E(x)) = k a dist(x, y) = dist(E(x), E(y)).

Bn : Pokládáme Bn = An ∪ EAn.
P°íklad: B4 obsahuje slova

0000, 0101, 0011, 0110

1111, 1010, 1100, 1001

Tvrzení: Kód Bn je (n, 2n, n
2
)−kód.

D·kaz: Analogický p°edchozímu d·kazu.

Skládání kód·

De�nujeme dv¥ operace s kódy a ur£íme jejich nové parametry.
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C1 ⊕ C2 : Nech´ C1 je (n1,M1, d1)-kód a C2 je (n2,M2, d2)-kód. Ozna£me M =
min{M1,M2}. Do nového kódu C1 ⊕ C2 dáváme slova délky n1 + n2, která
vzniknou tak, ºe první slovo kódu C1 z°et¥zíme s prvním slovem kódu C2,
druhé slovo kódu C1 z°et¥zíme s druhým slovem kódu C2, atd. aº M -té slovo
kódu C1 z°et¥zíme s M -tým slovem kódu C2. Z°ejm¥ platí

Tvrzení: Kód C1 ⊕ C2 je
(
n1 + n2,min{M1,M2}, d1 + d2

)
-kód.

bC : Nech´ C je (n,M, d)-kód a b ∈ N. Klademe bC = C ⊕ C ⊕ · · · ⊕ C︸ ︷︷ ︸
b krát

.

Tvrzení: Kód bC je
(
bn,M, bd

)
-kód.

V¥ta (Levenshtein): Pokud existují p°íslu²né Hadamardovy matice, pak ve v²ech ne-
rovnostech v¥ty s názvem Plotkinova mez platí rovnost.

D·kaz: Nejd°íve ukáºeme, ºe ve 2. a 4. nerovnosti Plotkinovy meze platí také obrácené
nerovnosti.

2. d je sudé: Pak n := 2d je d¥litelné 4. Pokud existuje Hadamardova matice °ádu
n, pak Bn je (2d, 4d, d)−kód, tedy má 4d slov. Proto A(2d, d) ≥ 4d.

4. d je liché: Pak n := 2(d+1) je d¥litelné 4. Pokud existuje Hadamardova ma-
tice °ádu n, pak kód Bn má parametry (n−1, 2n, n

2
−1) = (2d+1, 4(d+1), d). Tedy

A(2d+1, d) ≥ 4(d+1).

K d·kazu obrácené nerovnosti k nerovnosti v 1. bod¥ Plotkinovy meze vyuºijme vý²e
popsané konstrukce. P°edpokládáme, ºe 2d > n.

1. d je sudé: Hledáme kód C délky n s minimální vzdáleností alespo¬ d, který má
2k slov, kde k =

⌊
d

2d−n

⌋
. Protoºe k ≤ d

2d−n < k + 1, lze nalézt a, b ∈ N0 tak, aby

k =
d− b

2d− n
a k + 1 =

d+ a

2d− n
. (5.1)

Ode£tením p°edchozích rovností a vynásobením jmenovatelem získáme 2d−n = a+b.
Po dosazení do jmenovatele prvního vztahu v (5.1) dostaneme

(a+ b)k = d− b , (5.2)

a odtud
(a+ b)2k + b− a = 2(d− b) + b− a = 2d− b− a = n . (5.3)

Konstrukce hledaného kódu C bude záviset na parit¥ parametru k.

• Pokud je k sudé, pak z (5.1) plyne, ºe d− b je sudé, a tedy i b sudé. Poloºme

C = aA2k ⊕
b

2
A′4k+4.

Parametry tohoto kódu ur£íme podle pravidel pro skládání kód· ze známých
parametr· Hadamardových kód·.
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Kódová slova mají délku a(2k − 1) + b
2
(4k + 2) = (a + b)2k + b − a = n,

poslední rovnost plyne z (5.3). Minimální vzdálenost je alespo¬ ak+ b
2
(2k+2) =

(a + b)k + b = d, poslední rovnost plyne z (5.2). Délka kódu je 2k, jak bylo
t°eba ov¥°it.

• Pokud je k liché, pak k+1 a d+a jsou sudé. To implikuje, ºe a je sudé. Poloºme

C =
a

2
A′4k ⊕ bA2k+2.

Ov¥°ení, ºe se jedná o (n, 2k, d)−kód, p°enecháme £tená°i.

Zbývá dokázat rovnost v 3. bodu Plotkinovy meze. P°edpokládáme 2d+ 1 > n.

3. d je liché: Podle Lemmatu 1 platí A(n, d) = A(n+1, d+1︸︷︷︸
sudé

) ≥ 2
⌊

d+1
2d+1−n

⌋
(z p°ed-

chozího uº dokázaného tvrzení pro sudou minimální vzdálenost).
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Kapitola 6

Konstrukce Hamadardových matic

V minulé kapitole jsme vid¥li, ºe v jistém smyslu nejlep²í kódy se získávají pomocí
Hadamardových matic. Te¤ si popí²em dv¥ konstrukce Hadamardových matic. První
z nich je zaloºena na tenzorovém sou£inu matic, druhá vyºaduje znalosti z teorie £ísel
o kvadratických reziduích.

6.1 Sylvestrova kontrukce

De�nice: Nech´ A ∈ Rn×n a B ∈ Rs×s jsou £tvercové matice. Jejich tenzorový sou£in
de�nujeme po blocích velikosti s× s takto

A⊗B =


a11B a12B . . . a1nB
a21B a22B . . . a2nB
...

an1B an2B . . . annB

 ∈ R(ns)×(ns)

Snadno nahlédneme p°ímo z de�nice, ºe pro po£ítání s tenzorovým sou£inem platí
tato pravidla

1. (A⊗B)> = A> ⊗B>

2. (A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD), pokud AC a BD má smysl.

V¥ta: (Sylvestrova konstrukce) Nech´ Hn a Hm jsou Hadamardovy matice. Pak
Hn ⊗Hm je Hadamardova matice.

D·kaz: Z de�nice tenzorového sou£inu je z°ejmé, ºe prvky matice Hn⊗Hm jsou pouze
1 a -1.

(Hn ⊗Hm)(Hn ⊗Hm)> = (Hn ⊗Hm)(H>n ⊗H>m) = (HnH
>
n )⊗ (HmH

>
m) =

= In ⊗ Im = Inm.

Kdyº do tenzorového sou£inu dosadíme H2 =

(
1 1
1 1

)
, p°edchozí v¥ta dává
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D·sledek: Je-li Hn ∈ Rn×n Hadamardova matice, pak
(
Hn Hn

Hn −Hn

)
∈ R2n×2n je taky

Hadamardova matice.

6.2 Kvadratická rezidua

De�nice: Nech´ p je prvo£íslo. �ekneme, ºe x ∈ Zp \ {0} je kvadratické reziduum
mod p, pokud x = k2 mod p pro n¥jaké k ∈ Zp. Mnoºinu kvadratických reziduí
mod p zna£íme Rp.

P°íklad:

p = 7 : 1 ≡ 12 mod 7, 4 ≡ 22 mod 7, 2 ≡ 32 mod 7,

2 ≡ 42 mod 7, 4 ≡ 52 mod 7, 1 ≡ 62 mod 7.

Tedy R7 = {1, 2, 4} a £ísla 3,5,6 nejsou kvadratická rezidua mod 7. �íkáme jim
kvadratická nerezidua.

V¥ta: Nech´ p je prvo£íslo, p > 2. Pak v mnoºin¥ Zp \ {0} p°esn¥ polovina prvk· je
kvadratickým reziduem mod p.

D·kaz. Uvaºujme 12, 22, . . . , (p−1)2 mod p. Pro a = 1, 2, . . . , p − 1 z°ejm¥ platí
rovnost

(p− a)2 = p2 − 2pa+ a2 = a2 mod p .

Proto reziduí je maximáln¥ p−1
2

a pro jejich získání sta£í probrat a2, kde a =

1, 2, . . . , p−1
2
.

Je²t¥ ukáºeme, ºe k r·zným a z této mnoºiny dostaneme r·zná rezidua. Aº te¤ vy-
uºijeme toho, ºe p je prvo£íslo, a tedy Zp je t¥leso. Nech´ a1, a2 ∈ {1, 2, . . . , p−12 }.
Kdyby a21 = a22 mod p, pak

a21 − a22 = (a1 − a2) (a1 + a2)︸ ︷︷ ︸
1≤ ≤p−1

= 0 mod p.

Protoºe Zp je t¥leso, sou£in dvou £ísel je 0, pouze kdyº alespo¬ jedno £íslo je 0 v Zp.
A to musí být a1 − a2 = 0. Tedy rovnost a21 ≡ a22 mod p implikuje a1 = a2.

Lemma: Nech´ p je prvo£íslo a a, b ∈ Zp \ {0}.

1. Kdyº a, b ∈ Rp, pak a.b ∈ Rp.

2. Kdyº a ∈ Rp a b /∈ Rp, pak a.b /∈ Rp.

3. Kdyº a, b /∈ Rp, pak a.b ∈ Rp.
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D·kaz: P°enecháno £tená°i.

Uv¥domme si, ºe 1 = 12 je kvadratické reziduum pro libovolné p, tj. 1 ∈ Rp. V dal²ím
povídání bude d·leºité v¥d¥t, kdy −1 = p−1 mod p je kvadratickým reziduem. Na
p°íkladu p = 7 jsme vid¥li, ºe −1 = 6 /∈ R7.

V¥ta: Nech´ p je prvo£íslo, p > 2. Pak −1 ∈ Rp práv¥ tehdy, kdyº p− 1 je d¥litelné
£íslem 4.

D·kaz: Na mnoºin¥ Zp \ {0} de�nujeme ekvivalenci takto: x ∼ y, pokud x = ±y
nebo x = ±y−1. Snadno lze ov¥°it, ºe to je skute£n¥ ekvivalence.

T°ída ekvivalence je tvo°ena prvky x,−x, x−1,−x−1 a je tedy nanejvý² £ty°prvková.
Ale n¥které prvky v ní mohou splynout. Ur£it¥ nesplynou x a −x. Kdyby totiº
x = −x, pak 2x = 0, a sou£in dvou nenulových prvk· v t¥l¥se by dával 0, coº je
spor. Ze stejných d·vod· x−1 6= −x−1.

T°ída, která obsahuje 1, je ur£it¥ dvouprvková {1,−1}. To splynuly x = x−1, neboli
ko°eny rovnice x2 = 1, a to jsou {1,−1}.

Jestli by existovala dal²í t°ída s mén¥ neº 4 prvky, tak v ní by musely splynout x =
−x−1, a pak uº nutn¥ i −x = x−1. Tedy by tato t°ída byla dvouprvková a obsahovala
by ko°eny rovnice x2 = −1 mod p. Jinými slovy, existence dal²í dvouprvkové t°ídy
znamená, ºe −1 je kvadratické reziduum mod p. Na²e ekvivalence je de�novaná
na mnoºin¥ Zp \ {0}, která má p−1 prvk·. V²echny t°ídy ekvivalence krom¥ jedné
nebo dvou t°íd jsou £ty°prvkové. Proto dv¥ dvouprvkové t°ídy existují práv¥ tehdy,
kdyº £íslo 4 d¥lí p−1.

De�nice: Nech´ p je prvo£íslo. Pro prvky t¥lesa Zp de�nujeme Legendre·v symbol
χ : Zp → {0, 1,−1} takto:

χ(0) = 0 ,
χ(i) = 1, kdyº i ∈ Rp ,
χ(i) = −1, kdyº i /∈ Rp .

Z vlastnosti kvadratických reziduí popsaných v lemmatu plyne

χ(a · b) = χ(a)χ(b) pro kaºdé a, b ∈ Zp.

V¥ta: Nech´ p je prvo£íslo. Pak platí

p−1∑
b=0︸︷︷︸

sou£et v R

χ(b)χ(

sou£et v Zp︷︸︸︷
b+ c) =

{
−1, kdyº c ∈ Zp \ {0},
p−1, kdyº c = 0.

(6.1)

D·kaz: Nejd°íve uvaºujme pevné c 6= 0 a zobrazení x ∈ Zp \ {0} → Zp dané
p°edpisem f(x) = x−1(x+ c) = 1 + x−1c. Ukaºme, ºe to je prosté zobrazení:

f(x1) = f(x2)⇐⇒ 1 + x−11 c = 1 + x−12 c⇐⇒ x−11 = x−12 ⇐⇒ x1 = x2.

Protoºe zobrazení je prosté, má obor hodnot stejný po£et prvk· jako de�ni£ní obor,
tedy p− 1. Jelikoº x−1c 6= 0, £íslo 1 není v oboru hodnot, a proto f(x) = x−1(x+ c)
probíhá prvky 0, 2, 3, . . . , p−1 (obraz mnoºiny Zp \ {0}).
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V následujících úpravách vyuºijme, ºe xf(x) = x+ c a dvou vlastnosti Legendreaova
symbolu, a to χ(x · f(x)) = χ(x)χ(f(x)) a χ(0) = 0.

p−1∑
b=0

χ(b)χ(b+ c) =

p−1∑
b=1

χ(b)χ(b+ c︸︷︷︸
bf(b)

) =

p−1∑
b=1

(χ(b))2︸ ︷︷ ︸
1

χ(f(b)) =

=
∑

k∈Zp\{1}

χ(k) =
∑

k∈Zp\{0,1}

χ(k) = −1

Poslední rovnost plyne z toho, ºe reziduí a nereziduí je stejn¥ v Zp \ {0} a 1 je
reziduum.
Ukázat platnost v¥ty pro c = 0 je uº jednoduché:

p−1∑
b=0

χ(b)χ(b+ c) =

p−1∑
b=1

χ(b)χ(b) =

p−1∑
b=1

1 = p−1.

6.3 Paleyova konstrukce

Tato konstrukce umoº¬uje nalézt Hadamardovy matice °ádu p+1, pokud p je prvo£íslo
a p = 3 mod 4 a taky °ádu 2(p+1), pokud p je prvo£íslo a p = 1 mod 4. Konstrukce
vyuºívají Jacobstahlovy matice.

De�nice: Nech´ p 6= 2, p prvo£íslo. Jacobstahlovou matici Q rozm¥ru p × p, jejíº
°ádky a sloupce jsou £íslovány indexy 0, 1, . . . , p−1 de�nujeme takto:

Qij = χ(j − i).

P°íklad: Nech´ p = 7. Protoºe R7 = {1, 2, 4} a nerezidua jsou 3, 5, 6, je 0-tý °ádek
matice Q roven 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1. Celá matice pak vznikne cyklickými posuny nultého
°ádku.

Q =



0 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 0


V²imneme si, ºe matice Q je antisymetrická.

Kdyº p = 5, pak R5 = {1, 4} a Jacobstahlova matice má tvar

Q =


0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0


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Tato matice je symetrická.

Lemma: Nech´ p je prvo£íslo, p > 2, a Q je Jacobstahlova matice °ádu p.

• Pokud p = 3 mod 4, pak Q> = −Q.

• Pokud p = 1 mod 4, pak Q> = Q.

D·kaz: P°ipome¬me, ºe −1 je reziduum práv¥ tehdy, kdyº p = 1 mod 4. V Legen-
dreov¥ symbolice: χ(−1) = −1, kdyº p = 3 mod 4 a χ(−1) = 1, kdyº p = 1 mod 4.
Odtud

Qij = χ(j − i) = χ((−1) · (i− j)) = χ(−1) ·Qji.

Lemma: Nech´ Q, I a J jsou £tvercové matice °ádu p, po °ad¥ Jacobstahlova, jed-
notková a matice, která má v²echny prvky rovny 1. Pak

QQ> = pI − J a QJ = JQ = Θ .

D·kaz: Diagonální prvky matice QQ> jsou
(
QQ>

)
ii

=
p−1∑
k=0

q2ik =
p−1∑
k=0
k 6=i

1 = p−1.

Pro výpo£et mimodiagonálních prvk·
(
QQ>

)
ij
, kde i 6= j, pouºijeme lemma

(
QQ>

)
ij

=
p−1∑
k=0

qikqjk =
p−1∑
k=0

χ(k − i)χ(k − j) =︸︷︷︸
Ozna£me b=k−i

c=i−j 6=0
a zm¥níme s£ítací index

p−1∑
b=0

χ(b)χ(b+ c) = −1.

Tím je dokázáno první tvrzení.

Abychom ukázali QJ = JQ = Θ, sta£í si uv¥domit, ºe Q


1
1
...
1

 = sou£et v²ech

sloupc· matice Q. V kaºdém °ádku matice Q je jedna 0 a stejný po£et jedni£ek
a minus jedni£ek, protoºe reziduí je stejn¥ jako nereziduí. Proto je sou£et prvk· v
kaºdém rádku matice Q roven 0.

Te¤ uº m·ºeme popsat dv¥ Paleyovy konstrukce Hadamardových matic.

V¥ta (Paleyova konstrukce I): Nech´ n = p+1, kde p je prvo£íslo, p = 3 mod 4.
Nech´ Q je Jacobstahlova matice °ádu p. Poloºme

H =


1 11 . . . 1

1
1 Q− Ip
...
1

 ∈ Rn×n.

Pak H je Hadamardova matice.
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D·kaz: Máme ov¥°it, ºe HH> = nI. K tomu ú£elu ozna£íme vektor j =


1
1
...
1

 ∈ Rp×1.

Uv¥domme si, ºe j j> = J ∈ Rp×p a j>j = p ∈ R.

Matice HH> je z°ejm¥ symetrická a v blokovém zápisu má tvar HH> =

(
A B>

B C

)
.

K ov¥°ení hadamardovskosti matice H máme ukázat, ºe A = n, B = 0 ∈ Rp×1

a C = nI ∈ Rp×p. Samotné H má tvar H =

(
1 j>

j Q− Ip

)
. Vynásobením HH>

zjistíme, £emu se matice A,B,C rovnají.

A = 1 + j>j = 1 + p = n, B = j + (Q− I)j = Qj = 0 ∈ Rp×1

C = j j> + (Q− I)(Q> − I) = J + QQ>︸ ︷︷ ︸
=pI−J

−Q−Q> + I = (p+ 1)I −Q−Q> = nI.

Poslední úprava vyuºila antisymetrie matice Q.

P°íklad: Pomocí Paleyovy konstrukce získáme matici H8. To lze, protoºe prvo£íslo
p = 7 = 3 mod 4. Vyuºijeme Jacobstahlovou matici 7 × 7, kterou jsem na²li v
p°edchozím p°íklad¥.

H8 =



1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1


Jinou Hadamardovou matici rozm¥ru 8×8 lze získat Sylvestrovou konstrukcí pomocí

tenzorových sou£in· matice H2 =

(
1 1
1 1

)
.

H8 = H2 ⊗H2 ⊗H2 = H2 ⊗


1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

 =



1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1


Proto je Paleyova kontrukce uºite£n¥j²í p°i ur£ení H12. To p°enecháme £tená°i.

V¥ta (Paley konstrukce II): Nech´ n = 2(p+1), kde p je prvo£íslo, p = 1 mod 4.
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Poloºme

H = Ip+1 ⊗ A+


0 11 · · · 11
1
... Q
1

⊗B, kde A =

(
1 1
1 1

)
, B =

(
1 1
1 1

)

aQ je Jacobstahlova matice °ádu p. PakH je Hadamardova matice °ádu n = 2(p+1).

D·kaz Protoºe Jacobstahlova matice Q je symetrická a A,B, Ip+1 jsou symetrické je
H symetrická. P°i ov¥°ování hadamardovskosti pouºijeme

A2 = B2 = 2I2 a AB +BA = Θ ,

vlastnosti násobení tenzorového sou£inu, jak jsme je uvedli na za£átku kapitoly, a
faktu, ºe te¤ je Q symetrická. Detaily d·kazu p°enecháme £tená°i.

47



Kapitola 7

Dodatek Kone£ná t¥lesa

Cílem této kapitoly je p°ipomenout n¥které znalosti z algebry o kone£ných t¥lesech.
O tyto znalosti se opírají metody konstrukce lineárních kód·. U tvrzení v¥t²inou
chyb¥jí d·kazy - ty lze najít v kaºdé u£ebnici obecné algebry. Tvrzení jsou v²ak
dopln¥na p°íklady a ne°e²enými úlohami, to aby si £tená° mohl hned ov¥°it, zda
zavedenému pojmu nebo tvrzení dob°e rozumí.

De�nice: Nech´ M je neprázdná mnoºina a ◦ : M ×M → M binární operace na M
s vlastnostmi:

1. a ◦ b = b ◦ a pro kaºdé a, b,∈M (komutativita)

2. a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c pro kaºdé a, b, c ∈M (asociativita)

3. existuje e ∈M takové, ºe e ◦ a = a pro kaºdé a ∈M (e nazýváme neutrální
prvek)

4. pro kaºdé a ∈ M existuje b ∈ M takové, ºe a ◦ b = e (b nazýváme inverzní
prvek k prvku a).

Mnoºinu M spolu s operací ◦ zna£íme (M, ◦) a nazývýme abelovská grupa, dále jen
grupa.

P°íklad V tomto p°íklad¥ uvaºujeme podmnoºiny reálných £ísel a s£ítání + a náso-
bení · jak jsou obvykle zavedeny na R.

(Z,+) - je grupa (Co je neutrální prvek e ? Co je inverzní prvek k £íslu 5 ? )

(N,+) - není grupa (Pro£?)

(R,+) - je grupa

(R, ·) - není grupa (Pro£?)

(R \ {0}, ·) - je grupa

(Z \ {0}, ·) - není grupa (Pro£?)
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Krom¥ operace + a · na R máme i operaci od£ítání a d¥lení. Od£ítání je vlastn¥
p°i£ítání inverzního prvku (nazývaného opa£ným prvkem) v grup¥ (R,+) a d¥lení je
násobení inverzním prvkem (nazývaným p°evráceným prvkem) v grup¥ (R \ {0}, ·).

De�nice: Nech´ p ∈ N. Na mnoºin¥ {0, 1, . . . , p − 1} de�nujme operace s£ítání ⊕ a
násobení ⊗ takto

a⊕ b = zbytek £ísla a+ b po d¥lení £íslem p;

a⊗ b = zbytek £ísla a · b po d¥lení £íslem p.

Mnoºinu {0, 1, . . . , p− 1} spolu s operacemi ⊕ a ⊗ zna£íme Zp .

P°íklad V Z7 platí: 4⊕ 5 = 2, 4⊗ 5 = 6

3⊕ 4 = 0, tj. 4 je inverzní (opa£ný) prvek k prvku 3 p°i operaci s£ítání ⊕

3⊗ 5 = 1, tj. 5 je inverzní (p°evrácený) prvek k prvku 3 p°i operaci násobení ⊗

V Z6 nap°íklad platí 4⊕ 5 = 3, 4⊗ 5 = 2. Opa£ný prvek p°i operaci s£ítání k £íslu 2
je 4, protoºe 2 ⊕ 4 = 0. Kdeºto inverzní prvek (p°evrácený) k £íslu 2 vzhledem na
nasobení neexistuje, protoºe

2⊗ 1 = 2, 2⊗ 2 = 4, 2⊗ 3 = 0, 2⊗ 4 = 2, 2⊗ 5 = 4.

Tedy výsledek násobení prvku 2 s ºádným jiným prvkem není roven 1.

Tvrzení Mnoºina {0, 1, . . . , p − 1} s operací ⊕ je grupa pro kaºdé p ∈ N. Mnoºina
{1, . . . , p− 1} s operací ⊗ je grupa práv¥ tehdy, kdyº p je prvo£íslo.

V¥ta: Nech´ G je kone£ná grupa (s operací násobení) a nech´ a ∈ G. Pak existuje
p°irozené j tak, ºe aj = 1. Minimální takové j nazýváme °ád prvku a v grup¥ G.

D·kaz Kdyº a = 1, tak z°ejm¥ j = 1. Uvaºujme a 6= 1. Protoºe G je kone£ná, mezi
prvky a0 = 1, a1, a2, a3, . . . existuje index j > 0 takový, ºe aj = ai pro n¥jaký men²í
index i, tj. 0 ≤ i < j. Vezmime minimálné takové j, tj. prvn¥, kdy se mocnina trefí
do n¥jaké mocniny p°ed ní. Kdyby i > 0, pak po vynásobení rovnosti ai = aj prvkem
inverzním k a dostaneme ai−1 = aj−1, a to by byl spor s minimalitou j. Tedy aj = 1
a toto j je °ádem prvku a.

P°íklad: V grup¥ {1, . . . , 6} s operací násobení mod 7 má prvek a = 3 °ád j = 6,
protoºe

31 = 3, 32 = 2, 33 = 6, 34 = 4, 35 = 5, 36 = 1 (7.1)

Prvek a = 6 má °ád j = 2, protoºe 62 = 1 mod 7. Snadno se p°esv¥d£íme, ºe ºádný
prvek nemá °ád 4 nebo 5.

�ád prvku v grup¥ m·ºe nabývat jenom n¥které hodnoty.

V¥ta: Nech´ G je kone£ná grupa s N prvky. Pak °ád prvku v G je d¥litelem £ísla N .

De�nice: Pokud v grup¥ G existuje prvek b ∈ G takový, ºe G = {bi : i = 1, 2, 3, . . .},
pak se grupa nazývá cyklická a prvek b se nazývá generátor grupy G.

V²echny prvky cyklické grupy získáme mocn¥ním jediného prvku grupy.

P°íklad: Grupa {1, . . . , 6} s operací násobení mod 7 je cyklická a jak dokládá (7.1),
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£íslo b = 3 je jejím generátorem.

D·sledek: Pokud je G cyklická grupa s N prvky, tak kaºdý d¥litel £ísla N je °ádem
n¥kterého prvku grupy G.

D·kaz: Nech´ b je genrátorem grypy G. Pak nutn¥ bN = 1 a G = {b1, b2, . . . , bN}.
Nech´ d je d¥litelem £ísla N , tj. N = d.r pro n¥jaké p°irozené r. Potom prvek a = br

má °ád d. Snadno se ov¥°í, ºe ad = brd = 1.

Jak jsme uº poznamenali, (R,+) a (R \ {0}, ·) jsou grupy. V reálných £íslech jsou
operace násobení a s£ítání navzájem provázány a krom¥ asociativního a komutativ-
ního zákona pro + a · platí navíc distributivní zákon. Vlastnosti reálných £ísel jsou
abstrahovány do de�nice t¥lesa.

De�nice: Nech´ M je alespo¬ dvouprvková mnoºina a ⊕ a ⊗ jsou binární operace na
M takové, ºe

1. (M,⊕) tvo°í grupu - její neutrální prvek ozna£íme 0;

2. (M \ {0},⊗) tvo°í grupu - její neutrální prvek ozna£íme 1;

3. pro kaºdé a, b, c ∈M platí (a⊕ b)⊗ c = (a⊗ c)⊕ (b⊗ c).

Pak trojici (M,⊕,⊗) nazveme t¥leso.

Nechceme-li zavád¥t pojem grupa, m·ºeme pouºít alternativní de�nici t¥lesa.

De�nice: T¥leso je alespo¬ dvouprvková mnoºina M s binárními operacemi ⊕ a ⊗
na M takovými, ºe platí

1. asociativní zákony: a ⊕ (b ⊕ c) = (a ⊕ b) ⊕ c a a ⊗ (b ⊗ c) = (a ⊗ b) ⊗ c
pro kaºdé a, b, c ∈M ;

2. komutativní zákony: a⊕ b = b⊕ a a a⊗ b = b⊗ a pro kaºdé a, b ∈M ;

3. distributivní zákon: (a⊕ b)⊗ c = (a⊗ c)⊕ (b⊗ c) pro kaºdé a, b, c ∈M ;

4. existuje neutrální prvek 0 vzhledem k operaci ⊕ a neutrální prvek 1 6= 0
vzhledem k operaci ⊗, tj. prvky takové, ºe pro kaºdé a ∈ M platí a ⊕ 0 = a
a a⊗ 1 = a;

5. ke kaºdému prvku a ∈ M existuje opa£ný prvek vzhledem k operaci ⊕, tj.
prvek, zna£íme jej −a, pro který platí a⊕ (−a) = 0;

6. ke kaºdému prvku a ∈M \ {0} existuje p°evrácený prvek vzhledem k operaci
⊗, tj. prvek, zna£íme jej a−1, pro který platí a⊗

(
a−1
)

= 1.

P°íklad: Zp spl¬uje podmínky 1. - 5. pro kaºdé p°irozené p. Podmínka 6. je spln¥ná
pouze pokud p je prvo£íslo.

D·sledek: Zp je t¥leso práv¥ tehdy, kdyº p je prvo£íslo.
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De�nice: Alespo¬ dvouprvková mnoºina M s binárními operacemi ⊕ a ⊗ na M
taková, ºe platí podmínky 1.- 5. z alternativní de�nice t¥lesa, se nazývá okruh.

P°íklad: Zp je okruh pro kaºdé p°irozené p.

V okruhu lze s£ítat a od£ítat, násobit, ale obecn¥ nelze d¥lit! P°íkladem takové struk-
tury jsou polynomy s reálnými koe�cienty s operacemi, jak je známe. Výsledkem
sou£tu, rozdílu i násobení dvou polynom· je polynom. Výsledkem podílu dvou poly-
nom· je polynom pouze tehdy, kdyº zbytek po d¥lení polynomu polynomem je nula.
To je ale málo kdy. V¥t²ina podíl· dvou polynom·, uº polynomem není. Proto tato
mnoºina je okruh, ale ne t¥leso.

P°íklad a úmluva: Nech´ T je t¥leso. Pak mnoºinu v²ech polynom· s prom¥nnou x
s koe�cienty z t¥lesa T zna£íme T[x]. Operaci s£ítání polynom· a násobení polynom·
de�nujeme obvyklým zp·sobem, p°i£emº operaci s koe�cienty provádíme v t¥lese T.
Snadno nahlédneme, ºe T[x] je okruh.

Nap°. pro polynomy f(x) = x2 + x+ 1 a g(x) = x+ 1 v okruhu Z2[x] platí

f(x)+g(x) = x2+x+1+x+1 = x2 a f(x)·g(x) = x3+x2+x+x2+x+1 = x3+1 ,

protoºe v Z2 je 1 + 1 = 0.

V okruhu T[x] lze provád¥t d¥lení polynomu polynomem, jak jsme zvyklí u poly-
nom· s koe�cienty v R, jenom te¤ operace s koe�cienty provádíme v t¥lese T.

P°íklad: Vyd¥lme f(x) = x3 + x+ 1 polynomem g(x) = x+ 1 v okruhu Z2[x]. Op¥t
vyuºíváme, ºe 1 + 1 = 0, a tedy −1 = 1.

v prvním kroku

(x3 + x+ 1) : (x+ 1) = x2

−(x3 + x2)

x2 + x+ 1

v druhém kroku

(x3 + x+ 1) : (x+ 1) = x2 + x

−(x3 + x2)

x2 + x+ 1

−(x2 + x)

1

Tedy zbytek je 1 a m·ºeme napsat f(x) = (x2 + x) · g(x) + 1.

De�nice: Nech´ q(x) ∈ T[x] je pevn¥ daný polynom stupn¥ m ∈ N. Pro dvojici
polynom· f(x), g(x) ∈ T[x], které mají stupe¬ ost°e men²í neº m,

• operaci ⊕ de�nujeme tak, ºe s£ítáme koe�cienty jako v t¥lese T u stejných mocnin
prom¥nné x;
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• operaci ⊗ de�nujeme takto:
f(x)⊗ g(x) = zbytek po d¥lení sou£inu f(x) · g(x) polynomem q(x) v T[x] .

Mnoºinu {f(x) ∈ T[x] : st f < m} s operacemi ⊕ a ⊗ zna£íme T[x]/q(x).

V¥ta: T[x]/q(x) je okruh.

V teorii cyklických kód· hraje d·leºitou roli okruh s Z2[x]/q(x) s polynomem q(x) =
xn − 1. Protoºe koe�cienty polynomu jsou ze Z2, platí q(x) = xn − 1 = xn + 1.

P°íklad: Uvaºujme okruh Z2[x]/x3+1. Je tvo°eny polynomy stupn¥ ≤ 2 a koe�cienty
u mocnin xi jsou 0 nebo 1. Okruh má proto 8 prvk·

Z2[x]/x3 + 1 = {0, 1, x, 1 + x, x2, x2 + 1, x2 + x, x2 + x+ 1}

Spo£t¥me výsledek násobení (x2+1)⊗(x2+x). Pro oby£ejné násobení polynom· platí
(x2 + 1) · (x2 + x) = x4 + x2 + x3 + x = x(x3 + 1) + (x3 + 1) + x+ 1.

Te¤ bychom m¥li výsledek d¥lit polynomem x3 + 1 a zjistit zbytek. Ale z úpravy uº
je z°ejmé, ºe zbytek je x+ 1, tj. (x2 + 1)⊗ (x2 +x) = x+ 1. Neboli z pohledu nového
násobení ⊗ lze prohlásit x3 + 1 = 0.

Okruh Z2[x]/x3+1 není t¥lesem. Sou£in dvou nenulových prvk· (x2+x+1)⊗(x+1) =
0, a to by se v t¥lese nestalo.

P°íklad: Uvaºujme okruh R[x]/x2 + 1. Z°ejm¥ R[x]/x2 + 1 = {a + bx : a, b ∈ R}.
Pro oby£ejný sou£ine dvou polynom· platí

(a+ bx) · (c+ dx) = bdx2 + ac+ xcb+ xad = bd(x2 + 1) + ac− bd+ x(cb+ ad).

Z poslední úpravy je vid¥t zbytek po d¥lení polynomem x2 + 1. Proto
(a+ bx)⊗ (c+ dx) = ac− bd+ x(cb+ ad)

V²imn¥me si, ºe z výsledku oby£ejného sou£inu dvou polynom· získame výsledek no-
vého násobení ⊗ tak, ºe x2 + 1 prohlásíme za 0. Pokud prom¥nnou ozna£íme pís-
menkem i místo písmenkem x, pak za 0 prohla²ujeme výraz i2 + 1. Prvky okruhu
jsou tvaru a+ ib a násobí se podle pravidla (a+ bi)⊗ (c+ di) = ac− bd+ i(cb+ ad).
Tedy se jedná o komplexní £ísla.

U komplexních £ísel se vºilo pravidlo, ºe pokud prom¥nnou ozna£ujeme i, tak speciální
zna£ky ⊕ a ⊗ pro s£ítání a násobení m·ºeme nahradit obvyklými znaky + a ·,
p°i£emº p°i operacích pouºívame rovnost i2 + 1 = 0. Tuto konvenci p°eneseme i na
okruhy nad kone£nými t¥lesy.

Úmluva: Nech´ p je prvo£íslo. Pro prom¥nnou u prvk· okruhu Zp[x]/q(x), budeme
pouºívat písmeno z, pro násobení a s£ítání budeme pouºívat obvyklé zna£ky + a ·
a p°i t¥chto operacích vyuºíváme identity q(z) = 0.

Jak jsme zmínili, v okruhu obecn¥ nelze d¥lit. Jinými slovy okruh T[x]/q(x) nemusí,
ale m·ºe být t¥lesem. Ve dvou p°edchozích p°íkladech jsme mohli vid¥t ob¥ varianty:
Z2[x]/x3 + 1 není t¥lesem a C = R[x]/x2 + 1 t¥lesem je. O tom, který z p°ípadu
nastane, rozhoduje jistá vlastnost polynomu q(x).

De�nice: Nech´ q(x) je polynom s koe�cienty v t¥lese T, tj. q(x) ∈ T[x]. �ekneme, ºe
q(x) je reducibilní nad T pokud existují polynomy h(x), g(x) ∈ T[x] stupn¥ alespo¬
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1 takové, ºe q(x) = h(x) · g(x). V opa£ném p°ípad¥ je q(x) ireducibilní nad T.

P°íklad: Polynom x2 + 1 je ireducibilní nad R. Kdyby totiº bylo moºné jej zapsat
jako sou£in dvou polynom· s reálnými koe�cienty stupn¥ alespo¬ jedna, m¥ly by
oba polynomy nutn¥ stupe¬ 1. Kazdý polynom stupn¥ 1 má ko°en v R, a proto by
i polynom x2 + 1 m¥l reálný ko°en - spor.

Polynom x2 + 1 je reducibilní nad Z2, protoºe x2 + 1 = (x+ 1)(x+ 1).

Polynom x2 + x+ 1 je ireducibilní nad Z2. D·vodem je fakt, ºe tento polynom nemá
ko°en v t¥lese Z2. Pokud by byl x2 + x + 1 napsatelný jako sou£in dvou polynom·
stupn¥ 1, pak by ko°en v Z2 m¥l.

V¥ta: Okruh T[x]/q(x) je t¥lesem práv¥ tehdy, kdyº q(x) je ireducibilní nad T.

P°íklad: Zvolme polynom q(x) = x2+x+1, který je ireducibilní nad Z2. Popi²me expli-
citn¥ t¥leso Z2[x]/q(x). Jeho prvky jsou polynomy z Z2[x] se stupn¥m < st q(x) = 2.
Proto

Z2[x]/x2 + x+ 1 = {0, 1, z, 1 + z}.

V tabulkách uvedeme výsledky operací s£ítání i násobení. P°i úpravách pouºíváme
vztah z2 + z + 1 = 0.

sou£et 0 1 z 1 + z

0 0 1 z 1 + z
1 1 0 1 + z z
z z 1 + z 0 1

1 + z 1 + z z 1 0

sou£in 0 1 z 1 + z

0 0 0 0 0
1 0 1 z 1 + z
z 0 z 1 + z 1

1 + z 0 1 + z 1 z

Fakt: Nech´ q(x) je ireducibilní polynom nad Z2 a nech´ st q = m. Pak t¥leso
Z2[x]/q(x) má 2m prvk·.

D·kaz: Do t¥lesa pat°í v²echny polynomy tvaru a0 + a1z + a2z
2 + · · · + am−1z

m−1,
kde pro kaºdý z m koe�cient· ai máme dv¥ volby 0 nebo 1.

V¥ta: V kone£ném t¥lese F existuje takový prvek b, ºe

F \ {0} = {b, b2, b3, . . . , bM−1︸ ︷︷ ︸
=1

}, kde M je po£et prvk· v F .

Jinými slovy, F \ {0} je vzhledem k operaci násobení cyklická grupa.

P°íklad V t¥lese F = Z2[x]/x2 +x+ 1 je takovým prvkem (generátorem) nap°. b = z,
protoºe z2 = z + 1 a z3 = 1. Prvek b z p°edchozí v¥ty není dán jednozna£n¥. Jako
generátor lze vzít i b = z + 1, protoºe (z + 1)2 = z a (z + 1)3 = 1. M·ºeme napsat

F \ {0} = {z, z2, z3} = {1 + z, (1 + z)2, (1 + z)3} .

Úkol: K ireducibilnímu polynomu q(x) = x3 + x + 1 ∈ Z2[x] vypi²te v²echny prvky
t¥lesa F = Z2[x]/x3 + x+ 1 a nalezn¥te generátor jeho cyklické grupy F \ {0}.

P°íklad V Z2[x] existují dva ireducibilní polynomy stupn¥ 3. Jsou to x3 + x + 1
a x3 + x2 + 1. M·ºeme tedy zkonstruovat dv¥ t¥lesa: F1 = Z2[x]/x3 + x + 1 a
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F2 = Z2[x]/x3 + x2 + 1. Kaºdé z nich bude mít 8 = 23 prvk·, mnoºiny prvk· budou
stejné, ale v F1 platí z3 + z + 1 = 0, zatímco v F2 platí z3 + z2 + 1 = 0. Nicmén¥ se
tato t¥lesa moc neli²í.

De�nice: Dv¥ kone£ná t¥lesa jsou navzájem izomorfní, pokud existuje bijektivní zob-
razení ψ : F1 → F2 takové, ºe pro kaºdé a, b ∈ F1 platí

ψ(a+ b) = ψ(a) + ψ(b) a ψ(a · b) = ψ(a) · ψ(b).

Jinými slovy prvk·m v t¥lese F1 lze dát nová jména (podle matriká°e ψ) tak, ºe jejich
chování je nerozli²itelné od chování prvk· v t¥lese F2.

(Oblíbená matematická formulace zní: B·h je jen jeden, aº na izomor�zmus!)

Tento p°ehled zakon£íme d·leºitou v¥tou o tom, jak vypadají kone£ná t¥lesa.

V¥ta: (Galoisova)

1. Ke kaºdému kone£néme t¥lesu F existuje prvo£íslo p a p°irozené £íslo m tak,
ºe po£et prvk· v t¥lese F je pm.

2. T¥leso, které má pm prvk·, je izomorfní s t¥lesem Zp[x]/q(x), kde q(x) ∈ Zp[x]
je ireducibilní polynom stupn¥ m.

3. Dv¥ kone£ná t¥lesa se stejným po£tem prvk· jsou izomorfní.

Abychom mohli zkonstruovat libovolné kone£né t¥leso, pot°ebujeme pro kaºdé prvo-
£íslo p a p°irozené £íslo m znát alepo¬ jeden ireducibilní polynom q(x) ∈ Zp[x]
stupn¥ m.

�e takový polynom existuje, plyne z Gaussovy v¥ty:

V¥ta: Nech´ p je prvo£íslo. Pro kaºdé m ∈ N ozna£me am po£et ireducibilních poly-
nom· stupn¥ m z okruhu Zp[x]. Pak pro kaºdé m platí

pm =
∑
d|m

dad (sou£et p°es v²echny d¥litelé d £ísla m).

P°íklad: V kódování nás nejvíce zajímají t¥lesa tvaru Z2[x]/q(x). Proto pro malé
hodnoty m ur£íme po£ty ireducibilních polynom· s koe�cienty v Z2 a p°íslu²né
polynomy uvedeme v tabulce.

Z°ejm¥ a1 = 2, protoºe x a x + 1 jsou jediné polynomy stupn¥ 1, a jsou tedy nutn¥
ireducibilní.

Je-li m prvo£íslo (jediné jeho d¥litelé jsou d = 1 a d = m), pak Gaussova v¥ta °íká
2m = a1 +mam. Odtud am = 1

m
(2m − 2).

Proto a2 = 1, a3 = 2 a a5 = 6.

Pro m = 4 je podle Gaussovy v¥ty: 24 = a1 + 2a2 + 4a4. Odtud a4 = 3.

Pro m = 6 je podle Gaussovy v¥ty: 26 = a1 + 2a2 + 3a3 + 6a6. Odtud a6 = 9.
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stupe¬ m po£et am ireducibilní polynomy

1 2 x, x+ 1

2 1 x2 + x+ 1

3 2 x3 + x+ 1, x3 + x2 + 1

4 3 x4 + x3 + x2 + x+ 1,
x4 + x3 + 1, x4 + x+ 1

x5 + x3 + x2 + x+ 1, x5 + x4 + x2 + x+ 1,
5 6 x5 + x4 + x3 + x+ 1, x5 + x4 + x3 + x2 + 1,

x5 + x2 + 1, x5 + x3 + 1,

x6 + x5 + x4 + x2 + 1, x6 + x5 + x4 + x+ 1,
6 9 x6 + x5 + x3 + x2 + 1, x6 + x4 + x3 + x+ 1,

x6 + x4 + x2 + x+ 1, x6 + x5 + x2 + x+ 1,
x6 + x5 + 1, x6 + x+ 1, x6 + x3 + 1
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