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Kapitola 1

Uvod do samoopravnych kodu

Pomoci néjakého zafizeni chceme prenéaset zpravy. Zafizenim lze pfenaset 0 a 1, ale
toto zafizeni neni dokonalé - tzv. kanal se Sumem. Obcas dochézi k zaméné 0 na
1 a naopak. Predpoklddame, Ze pii prenosu nastava zédména 0 za 1 a zadména 1 za
0 se stejnou pravdépodobnosti p (tzv. symetricky kanal). Bez Gjmy na obecnosti
predpokladame, ze p < %, protoze v pripadé p > % lze interpretovat nulu jako
jednicku a naopak. V piipadé p = %, nema smysl vysilat zpravy.

Definice: Podmnozinu C mnoziny {0,1}" nazyvame kodem délky n. Prvek =z € C
nazyvame kédovym slovem.

Zpravé, kterou chceme vyslat, prifadime prostym zobrazenim koédové slovo x z C a
tuto n-tici  vysleme kanélem.

kanal se Sumem dekoédované ~ ~
Ty Ty —> — | 21...2p

vyslano prijato odhad vyslaného
koédového slova

Na mnoziné v8ech n-tic definujeme pfirozenou metriku

Definice:Pro kazdé z,y € {0,1}", x =21z, y = y1 - -y, klademe
dist(z,y) = #{i 1 z; # yi}.

Snadno lze ovérit, ze dist je metrika na {0, 1}", specialné tedy plati trojuhelnikova
nerovnost dist(x,y) < dist(z, z) + dist(z, y).

Definice: Necht C C {0,1}" je kod a M = #C pocet jeho slov. Cislo
d = min{dist(z,y) : z,y € C,x # y}

nazveme minimalni vzdalenost kodu C. f{ikéme, ze C je (M, n,d)-kod.

Lemma: Necht z € C C {0,1}" a y € {0, 1}" takové, Ze dist(z,y) = i. Pak pravdépo-
dobnost, Ze pii pfenosu kanalem bylo vyslano z a pfijato y je rovna p*(1 — p)" .

Poznamka: Pii pevném p < % a n € N plati
i<j = p(A-p)" " >P1-p"7.
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Tedy pfi prijatém y ma nejvetsi pravdépodobnost vyslaného kédového slova takové
x € C, kde je dist(y, x) nejmensi.

Strategie dekodovani: Necht y € {0,1}" je pfijata n-tice. Pak odhad vyslaného
slova je

Z = argmin dist(z, y).
zeC

Poznamka: Pokud se minima nabyva na vice x € C, zvolime ndhodné jedno z nich.
Véta: Kod s minimalni vzdalenosti d opravuJe - 1J chyb, t.j. pokud pfi vysilani slova
z € C nastane chyba na i mistech a i < |41 pak T=ux.
Diikaz. Oznacme y piijatou n-tici, pak i = dist(x,y). Z trojihelnikové nerovnosti
plyne pro kazdé z € C, z # x
d < dist(z, z) < dist(z, y) +dist(y, z) < EL + dist(y, 2).
W—/

Proto dist(y, z) > 41 > | 41| > dist(y, z). Proto nase dekodovaci strategie vybere
T =x, viz Obr. 1.1 ]

Obrazek 1.1:

® oznacuje prvky kodu C
e oznacuje prvky {0,1}\C
d=5

Véta (Hammingova) Necht C je (M,n,d)—kéd. Polozme ¢ = |91 |. Pak plati

(e )6 () =

Diikaz. Uvazujme kouli o poloméru ¢ se stfedem x € C
B(z,t) ={y € {0,1}" : dist(z,y) < t}.

1. Tvrzeni: B(z,t) N B(a',t) = 0 pro x, 2’ € C, = # 2. Kdyby ne, pak by existovalo
v priniku z a platilo by d < dist(x, 2’) < dist(z,2") 4+ dist(z, z) < 2t < d, spor.
—_— Y

<t <t



2. Tvrzeni: Koule B(z,t) ma 1+ (7) + (5) +--- + (}) prvki. Plati totiz, Ze pocet

n-tic z {0, 1}", které se lis{ od x na i mistech je roven:

1, pokud =0
n, pokud ¢ =1

" kud i = 2
okud 1 =
)) P

atd.

]

V pripadé, ze prenosovym kandlem lze vysilat ¢ symboli - jejich mnozinu budeme
znacit T, pak predchozi nerovnost ma tvar

vt (D04 (3)a-v2 4t (Da-) <

Tato nerovnost se nazyva Hammingova mez.
Definice: Pokud v Hammingové mezi nastava rovnost, kod C se nazyva perfekind.

Priklad: Kod kontroly parity
C={z1zs- -z, € {0,1}" : sz =0 mod 2}.
i=1

Ziejmé M = #C = 2"! a d = 2. Tento kod neopravuje Zzadnou chybu, umi detekovat
chybu na 1 misté.

Priklad: Koktavy kod C = {00---0,11---1}. Zfejmé M = 2, d = n, a tedy koktavy
n-krat n-krat

kod opravuje L"T’lj chyb. Pokud je n liché, n = 2]+ 1, pak je koktavy kod perfektni.

Plati totiz .
n n n
2( 1 = =2
(e (1) e () =2 ()

Coz je rovnost v Hammingové mezi.



Kapitola 2
Linearni kody

2.1 Definice a zakladni pojmy

V této kapitole T" oznacuje konec¢né téleso, nejc¢astéji to bude téleso Zy. T™ oznacuje
prostor vSech n-tic se slozkami z T'. Ziejmé

" ={aje-- -, : a; €T pro kazdé i=1,2,...,n}

s obvykle definovanymi operacemi s¢itani po slozkdch a nasobenim prvkem ¢ € T
taky po slozkach je vektorovym prostorem dimenze n. Kdyz q = #7T, pak T" ma ¢"
prvki.

Definice: Mnozina C C T" se nazyva linearnim koédem délky n a dimenze k, pokud C
je vektorovym prostorem dimenze k > 1.

Necht
ot = agl)agl) all,
o® = a?)agz) .a?
k) = agk)aék) alb
je baze C. Matice
ool ol
2) (2 2
N PNl
aPal ol

se nazyva generujici matice kodu C.
Poznamka: Pokud téleso 7' mé ¢ prvki a lin. kod C C T™ mé dimenzi k, pak #C = ¢*.

Véta: Necht G je generujici matice linedrntho kodu C C T" dimenze k. Pak

Qg ... 0 €C > IP1By... B € T takové Ze oy ...a, = (B1... Br) G.



Diikaz. Kazdy prvek vektorového prostoru je linearni kombinaci prvkua baze. O

Poznamka: Protoze béaze neni dané jednoznacné, ani generujici matice neni dana
)
jednoznaéné .

Ovérime, ze koktavy kod a kod kontroly parity jsou linearni kody.

Priklad: Koktavy kod: C = {00...0,11...1} € T", téleso T = Z,, dimC = 1,
generujici matice G = (11...1) € T**™.

Kad kontroly parity: C = {aq...a, € T" :© Y a; = 0} ma dimC = n—1 a jeho
i=1

1100...00
0110...00

generujici matice je G = 0011...00 | ¢ T(n=1)xn

0000...11

Ma-li kod C dimenzi k (neboli hodnost(G) = k), ma jadro ker G C T™ dimenzi n — k.
Uvazenim libovolné baze podprosotoru ker G dostdvame nésledujici tvrzeni:

Véta: Necht C C T™ je linearni kod dimenze k. Pak existuje matice H € T"F)x»
takova, ze C je feSenim homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici H. Tuto matici
nazyvame kontrolni matice kodu C. Déale plati, ze

HGT =0,

kde © oznacuje (n — k) X k matici slozenou ze samych nul.

1100...00
0110...00

Piiklad: Opakovaci kod C = {00...0,11...1} méa kontrolni matici # = | 0011...00

0000...11

Kod kontroly parity méa kontrolni matici H = (111...11).
C1
Piiklad: 2.1: Vytvoime H € T3*7 tak, Ze kazda nenulové trojice | ¢ | € T° bude
C3
sloupcem H, tedy napf.
1110100
H = | 1101010
1011001
Kod s kontrolni matici H méa dimenzi 4. Bézi tvoii napt. 1000111, 0100110, 0010101, 0001011.
1000111
0100110 e
G = 0010101 tzv. Hamminguv bindrni kod délky 7.
0001011

Oznatme wt(z) = pocet nenulovych slozek v n-tici z € C ¢ T". Cislo wt(x) se nazyvé
vaha slova .



Véta: Necht C C T™ je linearni kod. Pro miniméalni vzdalenost kodu C plati

d =min{wt(z) : z €C, z #0}.

Diikaz. Ziejmé dist(x,y) = wt(x — y). Protoze C je linearni kod, je z=x—y €C a
z # 0 pro kazdé z,y € C, = # v. H

Véta: Necht C C T™ je linearni kod s minimélni vzdalenosti d a H jeho kontrolni ma-
tice. Potom existuje d sloupcii matice H, které jsou linearné zavislé (LZ), a naopak
kazdych d — 1 sloupci matice H je linearné nezavislych (LN). Jinymi slovy,

d = min {k > 1: 3k linedrné zavislych sloupcia H} .
Diikaz. Na zékladé predchozi véty si stac¢i uvédomit nasledujici dva fakty.

1. Existuje x = 2129+ - 2, € T" takové, 7e wt(z) = d a Hx' = 0. To znamena,
ze prislusnych d sloupcii matice H jejichz indexy ¢ splhuji x; # 0 jsou LZ.

2. Pro kazdé nenulové y € T" s wt(y) < d — 1 plati, 7e y ¢ C a tudiz Hy' # 0.
Jinymi slovy, kazdych d—1 sloupci H je LN.

]

Disledek: Je-li H kontrolni matici kodu se vzdalenosti d, tak hodnost(H) > d — 1.

Piiklad: Hammingiv koéd z piikladu 2.1 s kontrolni matici H € T3*7 ma vsechny
sloupce rizné, nenulové, t.j. zadné dva sloupce matice H nejsou LZ. Soucet 1.4. a
5. sloupce je roven O, tedy 1.,4. a 5. sloupec jsou LZ. Tedy tento Hammingtv kéd
méa min. vzdéalenost d = 3 a opravuje 1 chybu.

Délka kodu je 7, dimenze 4. Proto #C = 2* = 16. V Hammingové mezi nastava

7
rovnost 24 ( 1+ <1> ) < 27. Je to perfektni kod.

23
Definice: Necht T je téleso o g prvcich, m € N. Necht H je matice tvofena vSemi
nenulovymi sloupci € 7™, které maji navic vlastnost, ze prvni nenulova slozka ve

sloupci je rovna 1. Kod, jehoz kontrolni matice je H, se nazyva (g, m)—Hammingtv
kod.

Priklad: Hamminguv kod z piikladu 2.1 je (2,3)—Hammingtav kod.
Priklad: (3,3)—Hammingiav kod je vektorovy podprostor nad télesem 17" = Zs.

0000111111111
H = [ 0111000111222
1012012012012

Tvrzeni: Pro m € N a #T = ¢ méa kontrolni matice (¢, m)—Hammingova kodu

mo__ o , , . . mo__ . . , , , e -
n = qqfll sloupci. Ko6d mé dimenzi k = qqill —m a miniméalni vzdalenost kédovych
slov d = 3.



Diikaz. 7 vySe popsané konstrukce okamzité plynou deklarované hodnoty n a k.
Zbyva tedy oveérit, ze kazdé dva sloupce kontrolni matice H jsou linedrné nezavislé.

Predpokladejme, ze H obsahuje dva sloupce s; # sy takové, ze as; + Sso = 0 pro
néjaké a, f € T. Nasim cilem je ukézat, ze a = § = 0. Oznac¢me i; resp. iy indexy
prvni nenulové souradnice v s resp. sg, a bez jmy na obecnosti predpokléadejme, ze
11 > 19. Je-li i1 > 19, tak potom 4;-ni soutadnice as; + Fs9 je rovna «, a proto nutné
a = 0. Protoze sloupce H jsou nenulové, musi i § = 0. Zbyva tedy uvazit i; = 5. V
tom pripadé vSak nulovy soucet na i;-ni souradnici dava o+ g = 0, neboli o = —f.
Ziskavame tak, ze a(s; — s2) = 0, coZ je mozné jen pokud o = 0. ]

Véta: Necht m € N, #T = q. Pak (¢, m)—Hamminguv kod je perfektni.

Diikaz. Dosadime do Hammingovy nerovnosti pro t = L%J = 1 vidime, Ze v

£ (1 (a-v) <

qnfm

qm—1
nastava rovnost. []
Definice: Linearni kod C C T™ dimenze k se nazyva systematicky, pokud pro kazdé
ai...ap € TF existuje pravé jeden agy...a, € T % tak, Ze o ..., € C.

Priklad: Koktavy kod je systematicky, kod kontroly parity je systematicky, zminovany
Hammingiiv kod délky 7 je systematicky.

Véta: Necht C C T™ je systematicky linearni kod dimenze k. Pak generujici a kontrolni
matice lze najit ve tvaru:

G=(I|F) a H=(-F"|l,_t), kde F € T"*n=%),

délka k
7\

Ditkaz. Protoze 0...0 1 0...0 lze jednoznacné doplnit na n—tici tak, aby byla v
i-ta pozice

C, tvori k takto ziskanych prvki z kodu C bazi, kterd napsana do radka pod sebe

tvori matici G uvedenou ve véte.

Staci oveérit, ze H v tvrzeni véty spliuje vztah

]

Definice: Necht Cy,C, C T™ jsou linearni kody. Rekneme, ze jsou ekvivalentni, pokud
existuje permutace indexi 7 : {1,...,n} — {1,...,n} takova, ze

a1y ..., €C1 = Qr())Qn(2) - - - Ar(n) € Co.

Véta: Kazdy linedrni kod je ekvivalentni néjakému systematickému kodu.



Diikaz. 7 linearni algebry vime: kdyz o™, a®, ... a® je LN soubor vektort, pak
tento soubor zlistane LN po libovolné z téchto operact:

a) zménime libovolné poradi vektora v souboru
b) libovolny a¥ vynasobime é&islem ¢ € T, ¢ # 0

c¢) a nahradime vektorem o) 4 ¢ - o)

To znamena, ze pokud o, @, ... a® je baze kodu C a generujici matice
al) —
a? —
G = . , pak provadénim tprav typu a) b) c¢) na radkové vektory dosta-
k) —
neme jinou generujici matici stejného kédu. Upravy a) b) c¢) provadime tak dlouho
az dostaneme generujici matici v hornim stupnovitém tvaru. Oznacme i, %o, . . ., i)

indexy hlavnich sloupct a definujme permutaci
ol —i41,2 =g, ... k — i

am(k+1),...,7(n) libovolné tak, aby 7 byla permutace. Polozme
C' = {Oéw(l)aﬁ(g) co Q) 1 Qg ... Oy € C}

Pak generujici matici kodu C’ ziskdme permutaci sloupcti puvodni generujici matice
G. Dostaneme G’ ve tvaru G’ = (U|n&co), kde U € T**k je étvercova hornf troji-
helnikova matice s nenulovymi prvky na diagonale. Tato matice je generujici matici
kodu C’. Abychom ukazali, ze C’' je systematicky, prevedeme opét Fadkovymi tpra-
vami a), b), ¢) matici G’ do tvaru G” = (Iix|n&co). Tato matice je taky generujici
matici kodu C’, a proto podle predchozi véty je C' systematicky. ]

2.2 Vztahy mezi parametry linearniho kédu

Hammingova mez svazuje pocet kodovych slov M, délku kédu n a minimalni vzda-
lenost kodu d pro libovoviny kéd C C T™. V piipadé, ze C je linearni kod, lze pro
parametry n, d a M = ¢*, kde k = dim C, nalézt piesnéjsi meze.

Véta (Singletonova nerovnost): Necht C C T™ je linearni kod dimenze & s minimalni
vzdalenosti d. Pak
n+1>k+d.

Diikaz. 7 Frobeniovy véty plati, ze dimC = k = n — hodnost(H). Dale z predchozi
kapitoly vime, ze kazdych d — 1 sloupci H je linearné nezavislych. Specialné tedy

d — 1 < hodnost(H) =n — k.
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Véta (Gilbert-Varshamova mez pro binarni kody): Bud T' = Z,, a necht r,n,d € N

splhuji ' ' '
1+Cﬁ_>+(n;)+~~+C15)<2ﬁ (2.1)

Pak existuje kontrolni matice H € T"*™ takova, ze linearni binarni kéd s kontrolni
matici H mé minimalni vzdalenost > d.

Diikaz. Jiz vime, ze k dukazu stac¢i nalézt matici H takovou, ze kazdych d — 1
sloupctt H je linearné nezavislych nad Z,. To udélame tak, Ze budeme po jednom
vybirat celkem n vektoru z Z5, které budou tvorit sloupce hledané matice H, tak,
aby kazdych d — 1 z nich bylo LN.

Jako prvni vektor vybereme libovolnou nenulovou r-tici z 0 a 1. Nyni predpokladejme,
Ze jiz mame vybrano i vektort, pro néjaké ¢ < n — 1, takovych, ze kazdych d—1 z
nich je LN. Nasim cilem je vybrat (i + 1)-ni vektor a stale zachovat vlastnost, ze
libovolnych d—1 vektori je LN. NemizZeme vybrat vektor 0, ani zadny z jiz vybra-
nych ¢ vektorl, ani soucet dvou jiz vybranych, ..., a ani soucet d—2 jiz vybranych
vektort. Av8ak, to jsou jedina omezeni pro (i + 1)-ni vektor, a tudiz ze zbyvajicich
vektort v Zj, zbyly-li néjaké, mizeme vybrat libovolny z nich.

Celkovy pocet zakdzanych moznosti pro vybér (i + 1)-niho vektoru je nejvyse

() e (1) () ()

Protoze je prava strana dle (2.1) ostfe mensi nez 2", existuje pozadovany (i + 1)-ni
vektor. O

P1i dané dimenzi kodu k£ a poctu chyb, které chceme opravovat, je zadouci minimali-
zovat délku kodovych slov n.

Necht k,d € N. Oznac¢me

N(k,d) := min{n € N : existuje linearni bindrni kéd délky n,

dimenze k a minimilni vzdalenosti d}.

Lze si snadno rozmyslet, ze N(k,1) = k a N(1,d) = d pro kazdé k,d € N. Téz je
ziejmé, ze funkce N (k,d) je neklesajici v paramteru d, tj. N(k,d;) < N(k,ds), pro
kazdé k € N a d; < dy. Podobné plati, ze N(ki,d) < N(ks,d), pro viechna d € N a
ki1 < ko.

Linearni kod C, pro ktery se nabyva minimalni délky N(k,d), neni dan jednozna¢né,
a napt. kazdy kod vznikly z C libovolnou permutaci jeho slozek je opét kddem, kde
se nabyva minima délky.

Véta: Pro k,d € N,k > 2 platf N(k,d) > d + N(k—1, [£]).

Diikaz. Oznaéme n = N(k,d) a necht C je linenarni binarni kod délky n, dimenze
k a minimalni vzdalenosti d. V tomto kédu existuje slovo s vahou d. Bez tijmy na
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obecnosti pozice jsou zpermutovany tak, ze toto slovo je tvaru 00...011...1. Toto
—— —

n—d d
slovo dame do baze C a doplnime dalsimi k—1 vektory kodu a vytvorime generujici

matici

00...0|11...1
G = o n3co }k:dlmC.
—d

Uvazujme linearni kéd s generujici matici G.

e Hodnost G je k—1: jinak bychom mohli nakombinovat fadky tak, ze prvni

rfadek G je roven 0...0 a jeho prodlouzeni na rozmér n je kédové slovo pu-
n—d

vodniho kédu C. Nemize to byt nulové slovo délky n (to by hodnost(G) < k).

Tedy ma tvar 0...0 néco nenulové € C. To ale implikuje, Ze vzdéalenost od

-~

n—d d
1. fadku celé matice G je < d - spor.

e Oznacme d; minimaln{ vzdalenost kodu s generujici matici G;. V tomto kédu
existuje slovo u € {0,1}"~? s vdhou wt(u) = d;. ProdlouZeni u v piivodnim
kodu je tvaru uv € C. Protoze 0...01...1 € C a C je linearni, plati

d d
e ;

u v 4+00...011...1=uv €C,
~d d ~d d

kde © znadi slovo vzniklé ze slova v zadménou 0 < 1. Proto

wt(u) + wt(v) > d p
wt(u) + d—wt(v) > d } —  dy = wt(u) > 5
2wt (u) > d

Kod s generujici matici G; ma dimenzi k— 1, minimélni vzdélenost d; > (%w a délku
n — d, tudiz

N(kd)—d=n—d>N(k—1,d) > N(k—l, ED |
[
k1
Diisledek (Griesmerova mez). N(k,d) > > [4].
i=0

Diikaz. Matematickou indukci na k dokazujeme vyrok:

k=1
Pro kazdé d € N plati N(k,d) > 3 [£].
i=0

0
Jak uz bylo zminéno, N(1,d) =d =) ’—%-‘ Tvrezni tedy plati pro k = 1.
i=0
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Necht k > 2 a predpokladejme, Ze tvrzeni je pravdivé pro vSechny hodnoty mensi nez
k. Pak podle ptedchozi véty a indukéniho predpokladu

$1+ 3 [%41- % [4].

Vv

k=2
N(k,d)>d+N(k—1,[4]) > d+ 3 [%[4]]
i=0
V posledni nerovnosti jsme vyuzili ziejmy vztah

[a- [y]] > [a-y] pro kazdé y € R a a > 0.

(Lze nahlédnout, ze v pifpadé, kdy = je celé &slo, plati dokonce [av- [y]] = [a - y].)
0

2.3 Standardni tabulka pro dek6édovani

V celé této podkapitole se vénujeme pouze binarnim koédam.

Chybovy vektor. Kdyz pii prenosu kdédového slova x délky n nastanou chyby,
prijmeme vektor y = = + e, kde e = e; ... e, je tzv. chybovy vektor, pro ktery plati
e; = 1, pokud na i—tém misté nastala chyba a e; = 0, pokud chyba nenastala.
Jeho vaha wt(e) je tedy pocet chybnych pozic pfi prenosu.

Necht C je linearni binarni koéd délky n a dimenze k. Vytvoime tzv. standardni
tabulku nasledujicim zpiisobem:
Do nultého fadku Ny tabulky napiSeme postupné viechny prvky kodu C, t.j. 2F slov.
Pak vybereme n—tici a;, které nelezi v Ny a dalsi fadek tabulky N; bude tvoren
n—ticemi a1+, kde x € C. Radek tabulky N, vznikne tak, ze vybereme ay & NoUN;
a do Ny napiSeme vSechny n—tice typu as +x, x € C. Pro tvorbu N3 opét vybereme
az € NoU N1 U Ny, atd. Postupujeme tak dlouho, az kazda n—tice lezi v nékterém
fadku tabulky. Mame tedy 2% radk.

Pozorovani: Kdyz vysleme kodové slovo x € C a nastane chyba e, pak pfijaty vektor
y = x + e a chyba e lezi ve stejném tadku tabulky.

Diikaz. Necht y lezi v i—tém tadku a e lezi v j—tém. Pak

y=a; +x1, kde z; € C
e =aj + T2, kde xo €C

Odtud a; =y — 21 =2 +e—x; = a; + 22+ — 21 a tedy a; lezi v j—tém fadku,
—_——

ec
proto z konstrukce plyne, Ze a; = a;. O

Tvrzeni: Necht kod C méa kontrolni matici H. Pak pro kazdé dvé n-tice y a z plati
Hy' =Hz" & y a zlez ve stejném fadku tabulky.

Diikaz. Necht y je z i-tého fadku a z z j-tého fadku tabulky. Oznac¢me si y = a; + x4
a z = a; + xo pro néjakd x, 22 € C. Z linearity a definice kontrolni matice plyne,
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je HY' = Hz' & Hy—27T=0 < y—=zeC. Stad tedy ukézat, Ze i = j
& y—zeC.

Nejprve si vSimnéme, ze pokud ¢ = j, tak y — 2 = 21 — x5 € C. Na druhou stranu,
pro kazdé dvé ruzné n-tice z; a 2o jisté plati, ze y — 21 # y — 23. Kazdy fadek
tabulky obsahuje pfesné |C| slov, proto z predchoziho vyplyva, ze kod C je roven
{y — w : w slovo z i-tého fadku tabulky}. Specialné tedy, y — z € C = i = j. O

Definice: Hy" nazyvame syndrom vektoru y.

Standardni tabulku upravime tak, Ze na prvni misto kazdého rfadku umistime ten
vektor, ktery ma nejmensi vahu a na konec fadku umistime jeho syndrom.

Dekoédovani: Protoze prijaty vektor y je roven y = x + e, musime od prijatého y

odec¢ist neznamé e, abychom ziskali skutecné vyslané slovo x. Vime, Ze e lezi ve
stejném fadku jako y. V tomto fadku, je 2F kandidati na mo7né e. Soucasné vime,
7e nejpravdépodobnéjsi je chyba na nejmensim poc¢tu mist, a proto za e prohlésime
vektor s nejmensim poctem jednicek, t.j. pfi nasi organizaci tabulky vektor na prv-
nim misté v fadku, v kterém lezi y. Jak ale pri prijeti y hledat tfadek, ve kterém
lezi? Snadno pomoci Hy'. Z celé tabulky nés tedy zajima pouze prvni sloupec (tam
jsou vektory s nejmensi vahou v fadku) a posledni sloupec (tam jsou syndromy

jednotlivych fadku). Zbytek tabulky se ve skutecnosti mize vymazat.

Priiklad: Sestavme standardni tabulku pro Hammingiiv kéd délky 7 s kontrolni matici
1001101

H = | 0101011 |. Tento kod ma dimenzi 4, proto kazdy fadek ma 2* = 16 slov a
0010111

cela tabulka ma 27~* = 8 radkii.

0000000
1101000

1110001
0011001

0110010
1011010

1000011
0101011

1010100
0111100

0100101
1001101

1100110
0001110

0010111
1111111

000

1000000
0101000

0110001
1011001

1110010
0011010

0000011
1101011

0010100
1111100

1100101
0001101

0100110
1001110

1010111
0111111

100

0100000
1001000

1010001
0111001

0010010
1111010

1100011
0001011

1110100
0011100

0000101
1101101

1000110
0101110

0110111
1011111

010

0010000
1111000

1100001
0001001

0100010
1001010

1010011
0111011

1000100
0101100

0110101
1011101

1110110
0011110

0000111
1101111

001

0001000
1100000

1111001
0010001

0111010
1010010

1001011
0100011

1011100
0110100

0101101
1000101

1101110
0000110

0011111
1110111

110

0000100
1101100

1110101
0011101

0110110
1011110

1000111
0101111

1010000
0111000

0100001
1001001

1100010
0001010

0010011
1111011

101

0000010
1101010

1110011
0011011

0110000
1011000

1000001
0101001

1010110
0111110

0100111
1001111

1100100
0001100

0010101
1111101

011

0000001
1101001

1110000
0011000

0110011
1011011

1000010
0101010

1010101
0111101

0100100
1001100

1100111
0001111

0010110
1111110

111
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Vysleme-li kodové slovo x = 1010100 a nastane-li jedna chyba na 4. misté, piijmeme
y = 1011100. (tj. chybovy vektor e = 000100) Syndrom Hy '™ = 110, ktery odpovida
4. ¥adku tabulky (tabulka za¢ind nultym fadkem). V tomto fadku skute¢né y na-
jdeme. Protoze prvni vektor ve 4. radku je 0001000, odec¢teme tento vektor od y a
dostaneme z, které je v nasem pfipadé rovné skutecné vyslanému z. Tedy Hammin-
guv kod tuto jednu chybu na 4. misté spravné opravil (to jsme ale ¢ekali, protoze
vime, Zze Hammingtiv kéd ma minimélni vzdélenost d = 3, a tedy opravuje jednu
chybu). Vysleme-li stejné x a chyba nastane na 2. a 4. misté, pfijmeme y = 1111100.
Syndrom Hy' je v tomto pifpadé 100, coz odpovida 1. Fadku, a tedy od y ode¢itame
predpokladana chybovy vektor 0000001. Dostaneme odhadované & = 1111101, které
neni rovno vyslanému z, tj. Hamminguv kéd tuto chybu na dvou mistech uz neumi
opravit.

Jak vidime, ve skutec¢nosti z tabulky potfebujeme pouze posledni sloupec syndromi
a prvni sloupec vektort s miniméalni vahou.

Tvrzeni: Bud C binarni kod s minimalni vzdélenosti d. Pak kazdy vektor e s vdhou
wt(e) < L%J je na prvnim misté néjakého radku standardni tabulky.

Diikaz. Ozna¢me si t = Ld%l
prvnim misté sedi ¢/. Potom viak plati, ze He = He' = H(e—¢/) =0 = e—¢€' € C.
Zrejmé, wt(e — €/) < wt(e) + wt(e/) <26 <2 |EH] <2- 4l =d -1, atudizv C
existuje slovo s vahou < d. To je spor s definici minimalni vzdalenosti. O]

J, a pro spor predpokladejme, ze e je v Tfadku, kde na

Pravdépodobnost chybného dekédovani

Predpokladejme, ze vSechna kddova slova jsou vysilana se stejnou hustotou a ze deko-
dujeme podle stand. tabulky.
Pak pravdépodobnost chybného dekédovani je ziejmé

P... = Prob{chybovy vektor e se nerovni zadnému vektoru,

kterj je v prvnim sloupci standardni tabulky}.
Necht p < % je pravdépodobnost zémeény 0 <> 1 a necht +; = pocet vektoru v
prvnim sloupci tabulky, které maji vahu <. Pravdépodobnost, Ze se chybovy vektor
e shoduje s vektorem vahy i se rovna p’(1—p)" . Proto pravdépodobnost, Ze se e

trefi do nékteré¢ho vektoru z 1. sloupce tabulky je >~ v;p'(1—p)" ™, a tedy
i=0

Perr =1~ Z%pl(l - p)nil .
=0

Piiklad: Bindrni Hammingovy kody jsou perfektni, jejich délka je n = 2™ —1, dimenze
k = 2" —1 — m, maji minimalni vzdalenost d = 3, odtud ¢ = 1. Pocet tadku ve
standardni tabulce je roven 2" %, V nagem piipadé to je 2" % = 2™ = n + 1. Podle
predchoziho pozorovani se kazda n-tice s vihou <t = 1 vyskytne v prvnim sloupci
standardni tabulky. Tedy vy = 1 (jediny vektor vahy 0) a 73 = n (n vektort s vahou
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1). Téchto n+1 vektort uz vystaci na n+1 fadka standardni tabulky, tj. ; = 0,kdyz
1 < 2. Pro Hammingovy kody jsme tedy dovodili, ze

Perr =1- (1_p>n - np(l_p)n_l :

Napr. Hammingtv kéd n = 7 a dimenze £ = 4 ma pii pravdépodobnosti zamény

04> 1rovné p = &.

9\’ 9\°% 1
Poo=1-(=) —7(=) - = =014
(10) 7(10) 100 7

Kdyby se misto sedmic vysilaly ptivodné ¢tverice symbolu (kod mé dimnezi 4), tak

P =1—(1—-p)* =0.3439.

Shannon ukazal, Ze i pfi $patném prenosovém zafizeni (kromé p = %) lze zkonstruovat
line4drni kod s docela dobrym pomérem mezi dimenzi a délkou, a pritom pravdépo-
dobnost chybného dekédovani je mensi nez predem zvolené libovolné malé €. Vagni
pojem "docela dobry" nahradime kapacitou binarniho symetrického kanalu. Pro
pravdépodobnost p € (0,1) polozme

C(p) = 1+ plogy(p) + (1—p)logy(1—p).

C(p)

P

-0.2 0 02 0.4 06 08 1 12

Obrazek 2.1: Graf C(p).

Nésledujici véta je obsahem kurzu Teorie informace, a proto ji uvadime bez dikazu.

Véta: (Shannonova) Pro kazdé € > 0 a kazdé R < C(p) existuje linearni kod délky n
a dimenze k takovy, ze % >RalP,, <e
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Kapitola 3

Cyklické kody

3.1 Generujici a kontrolni polynomy

Opét v8e omezeno na binarni abecedu.

Definice: Linearni kéd C délky n se nazyva cyklicky, jestlize pro kazdé slovo v =
VoU1 ... U1 € C je také v,_1v9v1...v, o € C. Kdédova slova budeme zapisovat ve
tvaru polynomi stupné < n, takze misto vov; . .. v,_1 budeme psat v(z) = vo+v12+
U222 +---+ Un,lz”_l.

Podminku cykli¢nosti pak miizeme napsat ve tvaru

v(z)eC & z0v(2) €C, (3.1)

kde operace ® znamena, ze nasobime v okruhu polynomu Zs[z|/2"—1, t.j. 2" —1 = 0.
Poznamka: Vsimnéme si, Ze z ekvivalence (3.1) plyne, Ze

v(z) €C < a(z) ®v(z) € C, pro 1lib. polynom a(z). (3.2)

Umluva: Budeme-li nasobit a s¢itat v okruhu Zs[z]/z" — 1, budeme u polynomi
pouzivat proménnou z. Budeme-li mit na mysli operace nasobeni a s¢itani polynomi
v obvyklém smyslu, budeme pouzivat proménnou z.

Piiklad: Kod kontroly parity délky 4 je tvoten slovy:
0000, 0011,0101,0110, 1001, 1010, 1100, 1111.
Je to cyklicky kod. Pomoci polynomi jej lze zapsat
C={0,2+23 2+ 2+ 221+ 22 14+22 1 +2,1+2+ 22+ 2}

Vsimnéme si, ze vSechny prvky tohoto kddu jsou nasobky polynomu 1+ 2 polynomem
stupné < 2. (Nésobime v okruhu Z[z]/z* — 1).

0=0-(z+1) 1+2% = (1 + 2 + 2%)(1+2)
22+ 2% = 22(142) 1+2% = (14+2)(1+2)
2422 = (24 22)(142) I+z=1-(142)
24 2% = 2(1+2) 1+ 2+ 22+ 28 = (1422)(1+2)
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Véta: Kazdy cyklicky kod C délky n a dimenze k obsahuje polynom ¢g(z) stupné n—k
s témito vlastnostmi:

1. Kod C sestava ze vSech nasobkt polynomu g(z) v Zs[x]/pn_1, t.j.
C=A{al2)g9(z) : a(z) € Zy|x]/z" — 1}.

2. Polynomy ¢(z),zg(2),...,2" 1 g(z) tvori bazi C.

3. Polynom g(x) déli polynom z" — 1.

Diikaz. 1. a 2. Zvolme v C nenulovy polynom co nejmensiho stupné. Oznac¢me jej
g(z) a jeho stupen necht je s.
Necht v(z) € C\ {0}. Pak s < stv < n—1. Délime v(x) polynomem g¢(z)

v(x) = a(x)g(x) +r(z),

kde r(z) je zbytek po déleni, a tudiz st r < s. Po dosazeni z za proménnou dostaneme
rovnost
r(z) =v(z) —a(z)g(z) € C  (z linearity C)
—~  ——
€C €C podle (3.2)
Protoze r(z) mé str < s, plyne z minimality s, ze r(2) = 0, a tedy v(z) = a(z)g(2),
kde a(z) je polynom stupné < n—1—s. Ozna¢me a(z) = ag+a;z+--+a, 152" 175
Odtud

n—1—s

v(2) = apg(2) + a129(2) + a2z*g(2) + -+ + ap_1-52 g(z).

Ukazali jsme, ze kazdé kodové slovo v(z) lze nakombinovat pomoci koeficientt

ag, - -, 0n_s1 z polynomt g(2),29(z),...,2"*1g(z). Tyto polynomy jsou linearné
nezavislé, a tak tvori bazi kodu C. Proto dimC = k = n — s a stupen polynomu g(z)
jes=n—k.

3. Necht 2" — 1 = a(z)g(z) + r(z), kde str < stg. Po dosazeni z a pocitani v
okruhu Zs[z|/2™ — 1 dostaneme r(z) = —a(z)g(z). Coz znamena, ze r(z) je prvek C.
Protoze st r < st g, je r nulovy polynom. O

Definice: Polynom g¢(z) z pfedchozi véty nazyvame generujici polynom koédu C a

polynom h(x) = gf:(;)l se nazyva kontroln.

Priiklad: Jak vypadaji cyklické kody délky 57 Vime

2° —1=(z+D)(z* +2* + 2 + 2+ 1)

a polynomy napravo jsou uz ireducibilni, nelze je dal rozlozit na souc¢in. Proto existuji
dva cyklické kody:
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C, s generujicim polynomem z+1 a kontrolnim z? + 2% + 2? + x + 1. M4 bazi
tvorenou polynomy: z+1, z(2+1), 2%(2+1), 23(2+1) neboli kédovymi slovy
11000,01100,00110,00011, tedy generujici matice je

11000
01100 B} :
G = 00110 koéd kontroly parity

00011

Abychom dostali kontrolni matici H, hledame ortogonalni doplnék (jelikoz ma
platit HG" = ©). Nutné tedy H = (11111).

C, s generujicim polynomem z* + 23 + 22+ + 1. Tedy bazi tvoii jediny polynom
244+ 2% + 22 + 2 + 1. Jedna se o opakovaci kod C = {11111, 00000}

3.2 Minimalni polynomy prvki télesa Zs|x|/q(x)

Pro konstrukei cyklickych kodi délky n potifebujeme hledat generujici polynomy, je-
jichz vlastnosti je, ze déli polynom x™—1. Proto je nasim cilem (podobné jako v
piikladu 2°—1 z minulé sekce) nalézt rozklad 2™ —1 na ireducibilni polynomy

=1 = M(x) - My(z)----- M(x).

Z nich pak budeme volit generujici polynomy pro cyklicky kod C tak, aby mél dobré
parametry. K tomu ndm pomize prace s polynomy z télesa Zs[z]/q(x), kde g(z) je
ireducibilni polynom.

Definice: Necht b € Zs[z]/q(x), kde ¢(x) je ireducibinlni polynom. Minimalnim po-
lynomem prvku b nazyvame nenulovy polynom f(z) s koeficienty v Z, minimélniho
stupné takovy, ze f(b) = 0.

Priklad: V télese Zs[z]/2® + x 4+ 1 maji jednotlivé prvky tyto minimélni polynomy.

0 1 2 241 22 22+1 2242z 224241

U { { { { 1 1
r o+l 2 +r+1 22+224+1 232 +2+1 2342241 B+ +1 BP+22+1

Vsimnéme si, Ze mame 4 rizné minimélni polynomy a pro jejich soucin plati

r(x"—1) = z(x+1)(2® + 2 + 1)(2® + 2* + 1).

Vzniké prirozené otazka, zda musi ke kazdému prvku existovat minimélni polynom?
Kladné odpovéd plyne z nasledujiciho faktu. Vime, Ze prvky konecného télesa bez
0 tvori cyklickou grupu vzhledem k nasobeni, jinymi slovy existuje « € Zs[x|/q(z)
takové, ze

Zolz)/q(z) \ {0} = {a,a? a® ..., a®" 2 a*" "t =1},
Piipomenme, Ze 2™—1 je pocet nenulovych prvku télesa Zs[z]/q(x), kde m = st q.

Tedy kazdé nenulové b € Zy[z]/q(z) se da napsat ve tvaru b = o! pro n&jaké [, kde
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0 <1<2m-2. Ze vztahu o®" ! = 1 plyne (o!)?" 1 = 1. Tedy kazdy nenulovy prvek
télesa je kofenem polynomu z2"~1—1. A proto kazdy prvek (véetné 0) je kofenem
polynomu

¥ — g = a2 1),

Vlastnosti minimalnich polynomi

1.

Ke kazdému prvku existuje jediny minimalni polynom.

Diikaz. Kdyby pro b € Zslx]/q(z) existovaly 2 minimélni polynomy f; a fo,
pak by mély stejny stupen reknéme m. Koeficient u 2 u obou polynomu je
1. Proto polynom fi(x) — fo(z) je stupné < m a b je jeho kofenem - spor
s minimalitou stupné m. [

Minimalni polynom je ireducibilni nad Zs.

Diikaz. Kdyby b € Zs[z|/q(x) mél reducibilni minimalni polynom f(z) =
fi(x) - fo(x), kde f1 a fo maji stupen alesponn 1, pak b je kofenem bud f;
nebo fy - spor s minimalitou stupné f. n

Minimalni polynom prvku b déli kazdy polynom s koeficienty v Z,, ktery ma
b za koten.

Diikaz. Necht f je minimélni polynom prvku b a p je polynom, ktery ma koten
b. Po déleni

p(z) = a(z)f(z) + r(z)
st'r\</s-t/f

Po dosazeni b dostaneme 0 = 0+ r(b). Tedy b je kofenem polynomu r. Jelikoz
f je nenulovy polynom minimalniho stupné s kofenem b, je nutné r(z) nulovy
polynom. O

. Kazdy minimalni polynom prvku b € Zy[z]/q(z) déli polynom z*" + x.

Driikaz. Dusledek bodu 3. OJ

Je-li f(x) minimalni polynom prvku b, pak f(z) je minimalnim polynomem
prvku b?.

Diikaz. Necht f(x) = ag + ayx + ax® + -+ - + a,z". VyuZijeme toho, Ze v Zs
plati a? = a; a 1 +1 = 0. Proto
(f(x)? = ap + a2 4 agz* + - - - + ap,z®™ = f(2?).

Tedy f(b?) = (f(b))* = 0. Kdyby b? bylo kofenem polynomu stupné mensiho
nez st f, pak by podle bodu 3. minimalni polynom prvku % délil polynom f a
to je nemozné, protoze podle 2. je f ireducibilni.

]
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Nésledujici véta nam da névod, jak pro specialni hodnoty n tesit tlohu rozlozte 2™ — 1
na ireducibilni polynomy.
Véta: Necht ¢(x) € Zs|x] je ireducibilni polynom stupné m, pak
2m

r® —r = soulin viech rlznych minimidlnich polynomd prvkd ze Zs[z]/q(x).

Diikaz. Oznaéme F'(x) polynom rovny soucinu vSech riznych minimélnich poly-
nomu prvka ze Zs[z]/q(x). Jak vime, kazdy prvek télesa Zs[x]/q(x) je kofenem
polynomu z?” — . Uvazme nyni rozklad 22" — 2 na polynomy ireducibilni nad Zs.
Z 2. a 3. vlastnosti minimélnich polynomu vyplyva, Ze kazdy minimélni polynom se
nutné musi vyskytnout v rozkladu 2" — z, a proto F(z) d&li 22" — z. Dale plati,
ze libovolny polynom stupné & ma nejvyse k kofend, a proto st F'(z) > 2™ (téleso
Zs|z]/q(x) ma celkem 2™ prvki). Dohormady s predchozim tedy vyplyva, ze F(z)
je pifmo roven z2" — x. O

Zbyva vytesit otazku jak hledat minimalni polynomy k prvkim télesa?

Véta: Miniméalni polynom prvku b € Zs[x]/q(z) je
f(@) = (@ =)@ =0) (@ =b") - (x =),

. . s ) s .o goktl
kde k je nejmensi nezaporné &islo takové, ze b* = b.

Poznamka: Pripomenime, ze kazdy prvek télesa Zs[z]/q(x), které ma 2™ prvki, spl-
ije b2 = b. Hodnota k v piedchozi vété je proto nanejvys m—1. Jinymi slovy
minimalni polynom je nanejvys stupné m.

Diikaz. 7 5. vlastnosti vime, Ze minimalni polynomy k prvku b ma kromé b taky
kofen b?, a ze stejnych diivodi b*, atd. Proto minimalni polynom prvku b nemuze
mit mensi stupen, nez je stupen f(x) ve znéni véty. Ziejmé b je kofenem f. Staci
tedy ukazat, ze koeficienty polynomu f jsou v Z,. S vyuzitim toho, jak je definovano
¢islo k, dostaneme

(F(@)* = (@ =)@ = b") - (@ =) = (@ = b)(a® = 1%) - (= 0%) = f(a?)
=b)

Rozepisme f(x) definované ve vété do tvaru
f(x)=ag+ a1z + -+ ap_12" ' + 2%, kde a; € Zy[x]/q(x).

(f(2)” = a24a22+- - +a?_ 2?5 V12 = f(2?) = agtaya?+- - Fap_22F D422,

Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin z dostaneme a; = a? pro kazdy koeficient.
Tedy kazdy koeficient je kofenem polynomu z? — x. Tento polynom m4 pouze dva
kofeny 0 a 1. Proto a; € {0, 1}, a tedy v8echny koeficienty polynomu f(x) jsou v Zs.

]
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Priklad: V télese Zy[x]/x® + x + 1 spocitejme pomoci predchozi véty minimélni po-
lynom k prvku b = 2+1. Jelikoz
V=2241, VW=2+1=22+2+1, B=2+22+1=2+1=0,
dostaneme

f(x) = (x=b)(xz—b*)(z—b") = 2+ (b + 0% + b*) 2+ (b* + b° + %) 240" = 2® 422 +1

-~ -~

1 0

3.3 Generujici koreny cyklickych kodt

Pro konstrukei cyklickych kodu délky n potiebujeme hledat generujici polynomy g(x)
takové, ze " —1 = g(x)h(x) pro né&jaky polynom h(x). Kdyz rozlozime z™—1 na sou-
¢in ireducibilnich polynomu s koeficienty v Zo, feknéme z"—1 = fi(z) fo(z) - - - fs(x),
pak ziejmé, v8echny mozné generujici polynomy g(x) cyklickych koda délky n zis-
kdme soucinem libovolného vybéru z polynomu f; az fs(z).

Vime uz, jak rozkladat na ireducibilni faktory s koeficienty v Zs polynomy tvaru
22" ~1—1. Ty se rovnaji sou¢inu minimalnich polynomi nenulovych prvki télesa
Zs(x]/q(x), kde m je =st q. Ale malokdy je n tvaru n = 2™—1. Jak ale postupovat,
pokud neni?

e Pro zadané n nalezneme m tak, aby n délilo 2™—1, tj. existuje r takové, ze
nr = 2™—1. To vynucuje n liché - proto od této chvile vzdy n liché.
e Nalezneme ireducibilni polynom ¢(x) stupné m a zkonstruujeme téleso Zs[z|/q(z).

e Nalezneme 3 € Zy[z]/q(x) tak, ze 3,32, ...,5%"~1 = 1 obsahuje vSechny ne-
nulové prvky télesa.

e Prvky a; = 87, kdei = 1,2, ...,n jsou viechny navzijem riizné kofeny rovnice
x™ = 1. Vskutku,

a;’L — Birn — (ﬁrn))z — (ﬁ2m—1)i — 1z —1.
Navic prvek a; = 8" ma fad n, tj. of # 1, pokud 0 < k < n. Rad kazdého
prvku B je délitelem &isla n. Z vlastnosti minimalniho polynomu k prvku b
néjakého télesa vime, Ze minimélni polynom déli kazdy polynom, ktery méa

koren b. Odtud ziskdvame

z"—1 = souéin min. polynomd prvkd b € Zs[z]/q(x), kde ¥ad b d&li n.
Odvodili jsme néasledujici vétu.
Véta: Pro generujici polynom g(z) cyklického kodu C liché délky n plati
g(z) = soudin min. polynomd k prvkim o™, a’,... o

kde « je prvek fadu n v néjakém télese Zs[z]/q(x).
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Definice: Prvky o', o2, ..., a' z piedchozi véty nazyvame generujici kofeny cyklic-
kého kodu C.

Protoze kazdy prvek cyklického kddu v polynomialnim zéapise je nasobkem generujiciho
polynomu, zfejmé plati:

vovy ... U1 €EC & w(a) =0 pro kazdé j=1,2,...,s,

kde v(z) je polynom vy + vz + -+ + v, 12" L.

Priklad: n = 7. Pak staci vzit m = 3, protoze 7|2°—1. Za ¢(x) zvolime ireducibilni
polynom ¢(z) = z* + z + 1 a pracujeme tedy s télesem Zy[z]/2® + = + 1. Prvek
a = z+1 méa fad n = 7 a lze oveérit (viz. predchozi podkapitola), Ze jeho miniméalni
polynom je z* + x? 4+ 1. MiZeme proto zvolit g(x) = z* + 2% + 1. Odtud

vo+ vz + ... v62° =v(2) €C & v(a) =0, vy,...,v6 €{0,1}.

Neboli vy + via + vea® + + - + vga® = 0 v télese Zy[z]/2® + ¥ + 1 dosadime za

a,a? ..., ab.

vo + v1(2+1) + vy (241)2 4+ + g (24+1) =0
2 1 2
z2e+ 2e+z

vo + v1(24+1) + va(22+1) + v3(2?) +va(2® + 2+ 1) +vs(2) +ve(2% +2) =0

Porovnénim koeficienti u stejnych mocnin z dostaneme podminky

Vg + v + Vs + U4 =0
U1 +’U4+U5+U6:0
vy 4+ vz + g + v = 0
Maticové
Vo
1110100 vy 0
01 001171 .1=101,
0011101 : 0
~~ Vg
H

kde H je kontrolni matice cyklického kodu s jednim generujicim kofenem « tadu 7.
H obsahuje vSechny nenulové trojice jako sloupce, t.j. kod je Hammingtv. Obecné
plati

Fakt: Kazdy bindrni Hammingtiv kod je ekvivalentni cyklickému koédu. Ma jeden
generujici kofen o fadu n = 2™—1 a miniméalni vzdalenost je d = 3.
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Kapitola 4

BCH kody

Vil viv s

vitelt, kterymi byli Bose, Chaudhuri, Hocquenghem. Jsou to cyklické kody liché
délky n, ve kterych 1ze volbou generujicich kotenti ziskat pozadovanou miniméalni
vzdélenost d a rychle dekodovat (daleko rychleji nez se standardni tabulkou).

4.1 BCH koédy pro opravy dvojnasobnych chyb

Definice: Binarnim BCH kédem pro dvojnésobné opravy chyb se nazyva kod liché
délky n > 5 s generujicimi kofeny « a o?, kde « je prvek fadu n v nékterém télese
Zs[x]/q(zx). Generujicim polynomem tohoto kédu je sou¢in minimélnich polynomii
prvki a a o?.

Priklad A: Konstruujeme cyklicky kod délky n = 15 s generujicimi kofeny o a o?.

Najdeme m tak, aby n|2"—1. Tedy m = 4. Jako ireducibilni polynom stupné 4
zvolime q(x) = x* 4+ x + 1 a pracujeme v télese Zs[x]/q(x).

Zolz]/q(x) = {ag + a1z + a2® + a3z® 1 ag,ay,a0,a3 € {0,1}}.

Vime, Ze Zolz]/q(z) \ {0} = {2,2%,2%,...,2"% = 1}, t.j. a = 2. VyuZijeme zépisu
prvki télesa ve tvaru mocniny generatoru « i znalost minimalnich polynomu, viz
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nésledujici tabulka.

prvek Zs[z]/q(z)\ {0} | ve tvaru 2'|minimalni polynom prvku
1 20 x+1
z ritr+1
rt+a+1
41,3, 2
rit+ri+rttr+1

I
—
t

Il

w N

z
z
142
2422
22423
1+2z+23
1422
2423
1+2+22
2422423
142422423
1422423
1423

W W NN W
NoRRO RS BN = RS B SR GURN R

_ =
= O

12

W W N
—
w

—
~

Uvazujme cyklicky kod s generujicimi kofeny o = z a o® = 22. Generujici polynom

kodu je g(z) = (z* + 2 + 1)(2* + 2° + 2% + x + 1). Generujici polynom ma stupei
8, proto dimenze kodu k =n—8 =15—-8 = 7.

Polynom v(z) stupné < 14 je kédovym slovem pravé tehdy, kdyZz v(a) = 0 a v(a?) = 0,
formalné

14 14
VU1 ... 0y €C  <— E vial =0 a E v = 0.
1=0 i=0

Ptipomenme, Ze kazdy prvek télesa je polynom stupné < 3, tj. je reprezentovan 4
koeficienty u mocnin 2, ..., 23. Proto rovnost nule u dvou piedchozich sum dava
dohromady 8 rovnic pro keficienty polynomii.

I kdyz kontrolni matici formalné zapisujeme takto

H_(l a 012 O{3 014 a5 6 047 018 a9 alO O./H 0412 0413 (1/14>
- )

a
1 a2 ab o a2 1 & af & « 1 & af o «a

jeji skutecny tvar je

1000100110
0100110101
00100110710

g 00010011001 0,1}
1000110001
0001100011
0010100101
01111011711
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4.2 Dekoédovani BCH kédi pro opravy dvojnasob-
nych chyb

Dekoédovani BCH koédu s generujicimi koreny o, o

e Vyslali jsme slovo v a pfedpokladejme, ze doslo k dvéma chybam na pozici 1—té

a j—té. Chybovy polynom je tedy tvaru e(z) = 2 + 27. Vypo&teme syndrom
C(w(@)\  (s1\ [+ : .

H -w= (w(a3)> = (33) = <a3i n a3j>' Ze znalosti s; a s3 chceme zjistit

pozici ¢ a j. ReSime soustavu

s1=a' + o’

S3 = 0531 4 063]

Protoze i # j (chyba na dvou riznych mistech) je s; # 0. Z prvni rovnice

st =a” + aa? + a'a® + a¥ = ¥ + ¥ +a'd! (o + o),
—— ——

83 s1

a odtud afad = s7'(s? + s3) = s? + 57 's3. Uvazujme kvadratickou rovnici
A+ )Y A+ ad) =2+ (@' + o)A+ a'ad = A2 + s\ + 57 + 57 1ss.
Kdyz nalezneme kofeny této rovnice, zjistime pozici ¢ a j.

e Predpokladejme, Ze doslo k jediné chybé na pozici i—té. Pak s; = o' a s3 = o,
Neboli s? = s3 a piedchozi rovnice ma tvar A\? + s;A. Tato rovnice mé koteny
sy =a'al.

Algoritmus pro dekédovani:

S1

53

Pokud s; = s3 = 0, pak za vyslané slovo prohlasime prijaté.
Jinak hleddme koteny rovnice A2 4 51\ 4 52 + 5357 *.

Bud jsou kofeny 0 a o', pak nastala jedna chyba a opravime i—tou pozici.

Nebo jsou kofeny o a o’ a opravime i—tou a j—tou pozici.

Spocitej syndrom

Poznamka: Cyklické kody s kofeny a a o jsme apriori nazvali "kédy opravujici dvé
chyby". Vidime, Ze tento nézev byl opodstatnény.
Dekodovani, které jsme pravé popsali, je zalozené na feSeni kvadratické rovnice.
To probereme v nasledujici sekci. Toto dekédovani opravi nejvice dvé chyby. Pro
dekédovani lze pouzit i standardni tabulku, ktera opravi i nékteré dalsi chyby, ale
je mnohem pomalejsi.
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4.3 Reseni kvadratickych rovnic v télese Z[z]/q(z)

Regent kvadratickych rovnic v konecnych télesech se podstatné lisi od metody, kterou
zname pro téleso R nebo C. Je zalozeno na existenci tzv. normalni baze. Konecné té-
leso Zs[x]/q(x), kde ¢(x) je ireducibilni polynom, je vektorovym prostorem dimenze
m nad télesem Zs.

Véta(Davenport 1968): V télese GF(p™) existuje primitivni prvek g takovy, Ze

m—1

B, BP, B, ..., B

tvoif bazi GF(p™) jako vektorového prostoru nad Z,. tzv. normdlni bdze. Jinymi
slovy, kazdy prvek d € GF(p™) lze vyjadrit ve tvaru

m—1 _
d= E a;B" , kde agp,ai,...,0m-1 € Zy.
i=0

Cislo Tr(d) := ap + a; + - - - + a,,—1 nazyvame stopa prvku d.
Priklad: V télese GF(2') = Zy[z]/q(x), kde q(x) = x'+2z+1 (uvedené u BCH kod)

tvori
B=23, B2=20=22428 pr=22= 142422423, BB =2 =2%= 2428

normalni bazi. Plati totiz, Ze kazdy polynom ptvodni baze 1, z, 22, 23 v ni lze vyjadiit

1 =18+ 1-8 + 1-p4 + 1-88
z =10 + 158
2 = 1- + 1-p5°

2 =18

Volba =z, B?=2% pB*=2*=241, B®= 2241 netvoii bazi.

Lemma: Necht a)\? + b\ + ¢ = 0 je kvadraticka rovnice pro neznamou A s koeficienty
a,b,c € Zo[z]/q(x), kde a,b # 0. Pak substituce A\ = 2u pievede rovnici na tvar
pP4p+5s = 0.

Diikaz. Plyne z tvaru substituce. O]

Drisledek: Sta¢i se omezit na feSeni kvadratickych rovnic ve tvaru
WApu+d=0 a pP+d=0.

-1 .

Véta 1: Rovnice p? + d = 0 ma vzdy FeSeni. Pokud 8, 82, 82°,..., %" je normalni

béaze a d v ni ma tvar
d=doB+ di3* + d2522 + 1t dmfIBTrHla kde dy,dy,...,dy—1 € Zy,
pak Fesenim je p = di8 + doff2 + ds8% + -+ + do52" .
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Diikaz. Dosazenim navrhovaného feseni do kvadratické rovnice s vyuzitim rovnosti
g =5
O

Véta 2: Rovnice pu? + p + d = 0 ma Feeni pravé tehdy, kdyz Tr(d) = 0. V pifpads,
ze Tr(d) = 0, pak existuji dvé feseni
D =18+ (dy+1)B% + (dy+do+1) % + - + (dy+dy + ... +dp_1+1)57"
1@ = d 8% + (dy+dy) 8% + (dy4dop+d3) 5% + - + (dy+dy + . .. +dpr) >

Diikaz. Hledejme TeSeni p zapsané v normalni bazi
2m71

= poB+ mB + 4t 1 7

Pak ji2 = pim_10 + pof? + 11 8% + - + pim_off?" .
Odtud

Tr(pP+p) = pottm—1+H ot - - +me1+Hpm—2 = 2(po+p+ . .. +m_1) = 0 = Tr(d).

7 druhé strany ovérme, ze ut) a pu® jsou feseni za piedpokladu, ze Tr(d) = 0.
Vskutku
(1) + 4@ =y 87 + (dy+d2) 8% + (dy+da+ds)B> + -+ + (di+dat . .. +dp_2)8
(dytdot ... +dp1)B + di 52 + (d1+d2) 5% + (dy+dy+ds) 57 +
2m71

+ -4 (dydot - -+ dpr) B =
= (ditdyt+ + dyr) B+ di 2+ dofE + = 3P+ d B

J/

2m71

2mfl

-

do
=d
]

Priklad: V télese V télese GF(2Y) = Zy[z]/q(z), kde q(x) = z*+z+1 (uvedené u
BCH kodi) méame rozhodnout o feSeni rovnice

A2+ N+ 224241 =0.
d

V normaélni bazi z prikladu za Davenportovou vétou
d=1-B+0-8*4+1-5*+0-8° = Tr(d) =14+0+1+0 = 0.
Mame dvé feseni
MO =0.8241-8+1- 8% =1+422,
M =1.84+1.52=22

(14222 + 1422 + 22424+l = 1+ 2 +14+224+22 4241 =0
\ ) N N—— ~—~
(A©))2 2(0) d z+1
(%) +224+22 4241 = 241 +224+22 4241 =0
~—

4
A1) z
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4.4 BCH koédy pro opravy t nasobnych chyb

Definice: BCH kod s planovanou vzdalenosti d = 2,3,4, ... je kod liché délky n > d
s generujicimi kofeny o, a?,a?,...,a% !, kde a je prvek n—tého fadu v né&jakém
télese Zs|x|/q(x). Kontrolni matice tohoto kodu je

1 a o? o’ . ot
1 o (a?)? (a®)? ... (a?)"!
3 a3)2 (&3)3 o (a3)n—1

H=|1 o (

i Oéd_l (Oéd_l)2 (Oéd_1>3 . (ad—l)n—l

Poznamka: Sudé mocniny mezi generujicimi kofeny jsou zbyte¢né. Polynom v(z) ma
totiz s kazdym kofenem o' taky kotfen o2, a*, ... Odtud plyne, ze BCH kody s
planovanou vzdalenosti d = 2t a d = 2t+1 jsou totozné a maji generujici koreny
a,a3,a°, ..., a?" 1. Proto budeme piedpokladat, Ze planovana vzdalenost d je liché
¢islo a kontrolni matice je tvaru

1 « a? o a1

1 o af o .. Q3D
gol1 a8 a0 aB . @i

1 af2 o4 346 (d-2)(n-1)

Piiklad: BCH kod délky 15 s planovanou vzdalenosti 7 ma koieny a, a®, o, a tedy
generujici polynom ¢g(x) bude sou¢inem minimalnich polynomi k témto kofenim.

V télese Z,[x]/q(x) z prikladu A s polynomem ¢(z) = z*+2+1 a z tabulky ze stejného
pitkladu nalezneme minimaln{ polynom k prvku o = 2, t.j. My(z) =z* +2z+1ak
=22t Mys(z) =2t + 23 + 2% + 2 + 1.

Minimalni polynom k o spoéitame podle véty o hledani minimalni polynom

Mys(z) = (z — o) (z — (®)?), jelikoz uz (a5)22 =a? =ab.

Tedy
Mys(z) =(x—a®)(z —a'®) =2 — (®+ V) + P =2+ 2+ 1.

Pti tipravach jsme opét vyuzili tabulku z A, podle ni a® +a'® = a+a? 4+ 1+a+a? = 1.

Generujici polynom BCH kédu s kofeny «, o, o® je
g(z) = My (2)Mys () Mys (z) = (2*+2+1) (2 + 23+ 22 +o+1) (22 +2+1).
Protoze g mé stupen 10, je dimenze kédu C rovna 15 — 10 = 5.
Nasim cilem dale bude ukézat, ze kod s planovanou vzdalenosti d mé minimalni vzda-
lenost alespon d. K tomu budeme potiebovat urcit, kdy je nenulovy determinant
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Vandermondovy matice rozméru d X d s parametry ay, as, ..., aq

1 | |

ai %) Qq

ai  a aj
V(ay,az,...,aq) = det @ a3

d—1  _d—1 d—1

Lemma: Jsou-li ay,as, ..., a; navzajem ruzna, tak potom
d—1
V(alaa%”'ua’d) :V(alaa%---aad—l)' (ad_ai)'

1

..
I

Diikaz. Uvazujme polynom proménné ¢ (posledni sloupec matice jsme nahradili moc-
ninami )

1 1 1

aq a9 t

a? a’ t2

p(t) = det @ ad 43
a‘f‘l ag—1 pd—1

Pocitame-li determinant rozvojem podle posledniho sloupce, dostaneme, ze koefici-
ent u nejvyssi mocniny 41 je V(ay, as, .. .,a4_1). Pokud za proménnou ¢ dosadime
a;, pak ma matice dva stejne sloupce a determinant je 0. Proto aq,as, ..., aqs_1 jsou
kofeny p(t). Polynom stupné d — 1, u kterého zname d — 1 kofenu i koeficient u
nejvétsi mocniny, ma tvar

p(t) =V(ay,ag,...,a5-1)(t —ar)(t —ag) - (t — ag—1).

Staci za t dosadit ay a uvédomit si, ze p(ay) = V(ay,aq, ..., aq).

Dusledek: V(aj, ag,...,aq0) = [ (a; —a).

d>j>i>1

Diikaz. Je-li a; = a; pro néjaké i # j, tak Vandermondova matice ma dva stejné
sloupce, a proto jeji determinant je roven nule. Stejné tak je roven nule i sou¢in na
pravé strané dokazované rovnosti.

Na druhou stranu, jsou-li ay,as,...,as navzijem rizné, tak induktivni pouziti pred-
choziho Lemmatu okamzité dava kyzeny vysledek. O]

Véta: BCH kod s planovanou vzdalenosti d ma minimalni vzdalenost > d.
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Diikaz. Linearni kéd ma minimélni vzdéalenost > d pokud kazdych d—1 sloupcu
kontrolni matice H je linearné nezavislych. Pro diikaz sporem predpokladejme, Ze
sloupce 11,19, ... ,174_1 matice

1 « o o L. a1

1 a2 ao* of ... a2(n=1)
H =

1 ad1! a(d—l)(n—l)

jsou LZ. Pak determinant matice utvorené z téchto sloupct je = 0. Ale

a’t a? ...l
a?h a2 ce q?ia-1 o . . , ,
V] 1 1d— (3 7 1d—
det : : : =a"a” .. "V (" o, ot
qld-Din o (d=1)iz od=1)ia—1
=a"ta” ... alt H (' —a') #0
d—1>k>j>1

2

protoze 1,,a?,...,a" ! jsou navzajem riizna ¢&isla. Spor. O

Dekédovani BCH kédu

Necht planovana vzdalenost d = 2t+1. Predpokladejme, Ze vime, ze doslo k p chybam,
p < t. Existuji tedy soufadnice 1,72, ..., %, kde méa chybovy vektor e slozku 1.

e:(07"'7071707"'7071707"'7071707"'7())'

Prejdéme opét k polynomialnimu zapisu slov. Vyslali jsme v(z) € C, nastala chyba

P
e(z) = > 2% a obdrzeli jsme na prijmu slovo w(z) = v(2) + e(z2).

k=1
Protoze v(z) € C je nasobek generujiciho polynomu, ktery ma kofeny o, o2, ..., a4™1,
plati v(a®) =0 pro k=1,...,d—1.
Proto H - w(a) = H - e(«)
0
0
1 a o ... a1 1 $1
1 a® ot ... a2(n=1) ) S9
H-e(a)=| . = ] = syndrom, d—1 = 2t,
Lot aeneen LR
0

kde



Ukolem je ze znalosti sy, 55, . ..,54_1 (to jsou slozky syndromu) vypodcitat neznamé
a; = a,ay = a,...,a, = a'». KdyZ budeme znat as,...,a, budeme védét, na
kterych p pozicich nastaly chyby, a ty opravime.

Definice: Lokatorem p nasobné chyby rozumime polynom
f() =1 —a1z)(1 —agx)...(1—a,x).

1. Ukézeme, jak ze znalosti s; = a1 + az + -+ - + ap, 52 = af + a3 + - - + a2,
S4-1 = Sz = ay’ + a3’ + -+ + a2’ urcit koeficienty fi, fo,. .., f, lokétoru chyb
f(@) =1+ fix+ for® + -+ fraP.

2. Pak nalezneme kofeny ri,7s,...,r, polynomu f. A potfebné a; ziskdme ze
vztahu a; = r;ta = vyt ... Ay = 7‘];1. Ted uz vime, které pozice iy, ..., 17,
opravit.

Urceni koeficientt fi,. .., f, v lokdtoru chyb.
1+ fiz+ for® + -+ frof = (1 — a12)(1 — agz) ... (1 — apz) = f(2)
Formélné derivujeme:

f’(x)_ —a1 — a2 _ -1 = i -1
f(x)_l—a1x+1—aga:+ +1—ap B Zal ‘ Zap ’

j=1

o0

j i—1
a1+a2 '—1—&])-%]

J=1
sj pro j 1,2,...,2t

Ziskévame tak
o

—f@) = @) (e +ad+ o+ ag)al (1)

J=1

Na druhou stranu vime, ze

f(z)=fi + 2fox + 3f32? +4f4x3+5f5x4+---+pfp:cp_l
= fi+ fsz® + foat 4.

protoZe 2 = 0 v télese charakteristiky 2. Porovnanim koeficienti v (4.1) u stejnych
mocnin x dostaneme

2 fi=s1fo= s
% f3 =83+ fis2 + fas1
gt fs =55+ sufi + safa+ safs +51fa

2720 0= Sop_1 + Sop-afi + Sop-afo+ Spo1fp
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Resime soustavu pro neznamé fi, ..., f, se znamymi koeficienty s, ..., s9p—1. Mati-
cové dostaneme

S1 1 0 0 0 0 ... 0 0 fi
S3 S9 S1 1 0 0 0 0 fg
S5 = S4 S3 S9 S1 1 0 0 f5
Sop—1 Sop—2  S2p—3 S2p—4 S2%p—5 S2p—6 Sp Sp—1 fp

v
Oznacme matici M)

Problémem pro sestaveni téchto rovnic je to, Ze nevime hodnotu p, t.j. skutecny
pocet chyb. Dale téz apriori nevime, ze prislusna soustava neméa vice nez jedno
reSeni. Oba tyto problémy Fesi nasledujici véta, kterou uvedeme bez dikazu.

Véta: Pro kazdé p=1,2,...,t+1 a fakticky pocet chyb 7 =0,1,...,t plati
det M, =0 jestlize p > 7+1,

det M, # 0,
det M7-+1 # 0.

Zaveér: Za p postupné dosazujeme t+1,t,t—1,t—2, ... tak dlouho, dokud nenarazime
na det M, # 0. V tu chvili prohlasime, Ze doslo k 7 = p—1 chybam, a vyfeSenim
vySe uvedené soustavy s M, dostaneme koeficienty lokatoru chyb.
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Kapitola 5

Binarni kédy s velkou minimalni
vzdalenosti

V této kapitole se budeme zabyvat obecnymi bindrnimi koédy, nemuseji byt linearni.
Pro linearni kody jsme pii zkoumani vztahu mezi parametry zavedli N(k,d) jako
minimalni délku linedrniho binédrniho kédu, ktery méa dimenzi k a miniméalni vzdéale-
nost d. Binarni linearni kéd dimenze k ma 2* slov. Tedy jsme se pro fixovany pocet
slov M = 2F a fixovanou minimalni zdalenost d snazili hledat co nejkratsi délku
kédovych slov n.

Nyni budeme uvazovat duélni tilohu. K predepsané délce kodového slova n a minimalni
vzdélenosti alesponn d budeme hledat kod s co nejvétsim poctem koédovych slov M.
O koédu C fekneme, ze je to (n, M,d)-kod, pokud plati C C {0,1}", M = #C a
d > min{dist(x,y) : z,y €C, x # y}.

Definujme

A(n,d) = max{M : existuje (n,M,d)-kdéd}

V pfipadé, Ze d je dostatecné velké vzhledem k n, jsou znamé piesné hodnoty A(n, d).
V nasledujici sekci odvodime horni odhady na A(n, d) a pozdéji ukazeme, Ze se jich
za jistych okolnosti nabyva.

5.1 Plotkinova mez

Nejdiive odvodime nékteré vlastnosti hodnot A(n, d).

Lemma 1: Pro kazdé n,r € N plati A(n,2r—1) = A(n+1, 2r).

Diikaz. Necht C je (n, M,2r—1)-kod, kde M = A(n,2r—1). Prodluzme kazdé kodové
slovo x = x1 -+ x, € C symbolem xz,; € {0,1} tak, aby 1 + -+ 2, + 2py1 =0
mod 2. Kdyzse x =x1-- 2, € Cay =1y;...y, € C lisily na lichém poc¢tu mist,
doplnéné symboly jsou ruzné, tj. x, 1 # Yn+1 a rozsitené slova se tak nové lisf o jednu
pozici navic. Tedy rozsitené slova z C tvori (n+1, M, 2r)-kod. Tim jsme ukazali, ze
A(n,2r—1) < A(n+1,2r).
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Na druhé strané necht C je (n41, M, 2r)-kod, kde M = A(n+1,2r). Umazme 7 kazdé
(n+1)-tice Z € C posledni soufadnici. Dostaneme (n, M, 2r—1)-kéd. Proto plati i
obréacena nerovnost A(n,2r—1) > A(n+1,2r). O

Lemma 2: Pro kazdé n,d € N,n > 1, plati A(n,d) < 2A(n—1,d).

Diikaz. Necht C je (n, M, d)-kod, kde M = A(n,d). Oznaéme
Ci={x €C : prvni slozka x je 1}

Co={r €C : prvni slozka z je 0}.

Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze #C; > #Cy. Odtud #C; > % Odstra-
nénim prvni slozky (které je u vSech slov z C; rovna 1) dostaneme (n—1, My, d)-kod,
kde M; = #C;. Proto plati také A(n—1,d) > M; > % = %A(n,d). O

Lemma 3: Necht 2d > n. Pak A(n,d) < 2|5+ ].

Diikaz. Necht C je (n, M,d)-kod, kde M = A(n,d). NapiSme si vSechna slova kodu
C pod sebe. Dostaneme tak tabulku o M fadcich a n sloupcich. Ozna¢me «; = pocet
0 v 2—tém sloupecku tabulky. Zfejmé M — «; = pocet 1 v i—tém sloupecku.

M—-1) <ZZd13txy—22az ;).
zeC yel

Protoze funkce x(M — ) nabyva maxima v bodé

M
T = 5 pokud je M sudé, odhadneme «;(M — ;) < —;

4
M-1
T=—0— pokud je M 1liché, odhadneme o;(M — ;) <

Pro M sudé tak odvodime:

Pro M liché:

M? -1 n 2d
= 2dM <n(M+1) = M< — _
<n(M+1) —2d—n 2d—n

dM(M —1) <n

2d d
a proto z celo¢islenosti M vyplyva M < —-1<2 .
2d —n 2d —n

Poznamenjme, Ze v posledni nerovnosti jsme pouzili fakt [2t] < 2|t] + 1 pro
kazdé t > 0. [l
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Véta 4 (Plotkinova mez)

1. Pokud d je sudé a 2d >n, pak A(n,d) <2|X].

2. Pokud d je sudé, pak A(2d,d) < 4d.

3. Pokud d je liché a 2d+1>n, pak A(n,d) <2 \_Qd‘_ﬁl_nj.

4. Pokud d je liché, pak A(2d+ 1,d) < 4d+ 4.
Dikaz:

1. To je tvrzeni lemmatu 3.

Lemma 3

Lemma 2
2. A(2d,d) < 24(2d—1,d) < 2.2 Lmj — 4d.

Lemma 3

3. Aln,d) "= An+1,d+1) < 2[5EL].

2d+1—n

Lemma 1 Véta 4 (2)
4 AQ2d+1,d) = AQd+2,d+1) < Ad+1).

Nasim cilem bude ukéazat, Ze v Plotkinovych mezich plati vSude rovnosti. K tomu
budeme vyuzivat kody konstruované pomoci Hadamardovych matic.

Definice: Ctvercova matice H fadu n s prvky H;; € {1,—1} prokazdéi,j € {1,2,...,n},
takova, ze
HH" =nl.

se nazyva Hadamardova matice.

Poznamka: Jelikoz %HHT = I, je matice %H inverzni k matici H'. Proto také
HT(%H) =1, tj.
H'H=HH" =nl.

Tedy tadky i sloupce matice H jsou navzajem kolmé a maji velikost /n. Libovolna
permutace Ffadki resp. sloupcti neporusi jejich vzajemnou kolmost ani jejich velikost,
proto neporusi ani hadamardovskost matice.

Poznamka: Vynéasobime-li v Hadamardové matici libovolny sloupec nebo tadek ¢is-
lem —1, opét neporusime vzédjemnou kolmost ani velikost sloupci resp. radki, tj.
dostaneme opét Hadamardovu matici. Tedy existuje-li Hadamardova matice fadu n,
existuje i Hadamardova matice stejného fadu, ktera ma vSechny prvky v 1. radku a
v 1. sloupci rovny 1. Nazyvame ji standardni Hadamardova matice.

Umluva: Rad Hadamardovy matice obcas vyznacujeme dolnim indexem, piSeme
H,,. Kvili prehlednosti budeme prvky —1 v Hadamardové matice zapisovat jako 1.

1 1

Priklad: H, = (1), Hy= G %) CH, =

— =
=] = =] =
=] =] =

= =] =] =
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Pokusime-li se najit Hadamardovou matici fadu 3, nepodafi se nam to. Fakt, Ze nejaky
radek méa byt kolmy na radek ze samych jednicek totiz vynucuje, ze v ném musi byt
polovina jednicek a polovina minus jedni¢ek. Tedy rad matice musi byt nutné sudy.
Ani to vSak nestaci, jak fik4 néasledujici véta.

Véta: Necht existuje Hadamardova matice fadu n. Pak n = 1 nebo n = 2 nebo n je
délitelné ctytkou.

Dikaz: Uvazujme n > 3 a bez jmy na obecnosti necht H je standardni Hadamardova
matice Tadu n. Zpermutujeme sloupce tak, aby 1.,2. a 3. fadek mél tvar

111 | 11111 | 111 | 11
111 | 11111 | 111 | 11
11

111 (11111 111
| S~ | |
. a-krat b-krat c-krat | d-krat |

Ze vzajemné kolmosti fadki dostaneme

l.12.=a+b—c—d =0
.13 =a—-b+c—d =
2.3 =a—-b—c+d =0

a+b+c+d =n

o= da =n

Konstrukci Hadamardovych matic se budeme vénovat ve zvlastni sekci. Dodnes se vsak
nevi, zda nutna podminka z predchozi véty je i postacujici. VSeobecné se usuzuje,
ze plati

Domnénka: Kdyz n je délitelné ¢tyrmi, pak existuji Hadamardova matice fadu n.

V roce 2014 se o celkem 12 ¢islech n, jez jsou délitelna ¢tyfmi a zaroven jsou mensi nez
2000, nevédeélo, zda existuje Hadamardova matice fadu n. Jsou to tato ¢isla: 668,
716, 892, 1132, 1244, 1388, 1436, 1676, 1772, 1916, 1948 a 1964. Zajimavosti je, ze
v8ech téchto 12 &isel n spliiuje, ze n/4 je prvocislo kongruentni s 3 modulo 4.

5.2 Levenshteinova véta

Cilem této sekce je dokéazat, ze se v Plotkinovych mezich nabyvé rovnosti. To je obsa-
hem Levenshteinovy véty. K jejimu dikazu budeme potiebovat dvé ingredience: tzv.
Hadamardovy kody a skladani kodi. Budeme vyuzivat operaci E, ktera ve slovech
z {0,1}" zaménuje 0 a 1. Priklad: £(10011) = 01100.

Hadamardovy kédy

Necht H,, je standardni Hadamardova matice fadu n.

A, V matici H, zaménime 1 — 0 a 1 — 1. Radky takto vzniklé matice
prohlasime za slova kodu A,,.
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Priklad: A, obsahuje slova 0000,0101,0011,0110.
Tvrzeni: Kod A, je (n,n, 5)—kod.
Dikaz: Kazdé dva ruzné fadky Hadamardovy matice, ozna¢me je
=129 1, €{L,II" a y=1y1y0-yn € {1,1}7,
jsou na sebe kolmé. To jest x1y; + zoys + - - - + x,y, = 0. Proto pro polovinu
indexti 7 plati, Ze z;5; = 1 (a tedy x; = y; ) a pro dalsf polovinu plati z;y; = 1

(a tedy z; # y;). Tedy kazdé dvé kodova slova se lisi na § mistech.

A, e Vznikne tak, ze z kazdého slova kodu A,, ubereme 1. slozku.
Tvrzeni: Kod A, je (n—1,n,5)—kod.

Dikaz: Protoze H,, je standardni matice, kazdy rfadek matice za¢ina jednickou,
a tedy kazdy prvek kodu A,, za¢ind nulou. Proto po umaznani prvni slozky se
nezmeéni pocet mist, kde se rizné radky lisi.

Al Vznikne z A, tak, Ze vybereme z A, slova, kterd zacinaji na 0, a tu
skrtneme.
Tvrzeni: Kod A, je (n—2, %, §)—kod.

Dikaz: Protoze druhy sloupec matice H, je kolmy na prvni sloupec, ktery
je ze samych jednicek, obsahuje druhy sloupec matice H,, polovinu jednicek a
polovinu minus jednicek. Tj. u kodu A,, za¢ina polovina slova nulou a polovina
jednickou.

B, : Poklddame B, = A, U F'A,,.
Priklad: B4 obsahuje slova

0000, 0101, 0011, 0110
1111, 1010, 1100, 1001

Tvrzeni: Kod B, je (n,2n,4)—kod.

Dikaz: Kazda dvé slova kodu A, se lisf na § mistech a shoduji se § mistech.
Staci si tedy uvédomit, ze pro operaci E na slovech libovolné délky £ plati:

dist(x, E(y)) = k—dist(z,y), dist(z, E(z)) = k a dist(z,y) = dist(E(x), E(y)).

Skladani kodi

Definujeme dvé operace s kody a urcime jejich nové parametry.

Cl D CQ : Necht Cl je (nl, Ml, dl)—kéd a CQ je (nz, MQ, dg)-kéd Oznacéme M =
min{ My, Ms}. Do nového kodu C; & Cy davame slova délky n; + ng, kterad
vzniknou tak, Ze prvni slovo kédu C; zfetézime s prvnim slovem koédu Cs,
druhé slovo kodu C; zietézime s druhym slovem kodu Co, atd. az M-té slovo
kodu C; zretézime s M-tym slovem koédu Cy. Ziejmé plati

Tvrzeni: Kod C; & Cs je (n1 + ng, min{ My, My}, dy + dg)-kéd.
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bxC: Necht C je (n, M,d)-kod a b € N. Klademe bxC=C®C&---DC.

~
b-krat

Tvrzeni: Kod b x C je (bn, M, bd)—k(’)d.

Véta (Levenshtein): Pokud existuji pfislusné Hadamardovy matice, pak ve vSech ne-
rovnostech véty s ndzvem Plotkinova mez plati rovnost.

Diikaz: Nejdiive ukdzeme, Ze ve 2. a 4. nerovnosti Plotkinovy meze na A(n,d) plati
rovnost.

2. d je sudé an = 2d: 7Zifejmé n je délitelné 4, a existuje-li Hadamardova matice
radu n, tak B, je (2d,4d,d)—kod, tedy ma 4d slov. Proto A(2d,d) = 4d.

4. d je liché an =2d+1: Podle Lemmatu 1 plati

A(2d+1,d) = A(2d+2,d+1) = 4(d+ 1)
~~

sudé

diky pravé dokédzanému tvrzeni pro sudou minimélni vzdalenost.
K dikazu rovnosti v 1. bodé Plotkinovy meze vyuZijme vyse popsanych kodu A a A’.

1. d je sudé a 2d > n: Hledame koéd C délky n s minimélni vzdalenosti alespon d,

ktery ma 2k slov pro k = Lﬁj. Protoze k < ﬁ < k+ 1, existuji a,b € Ny, ze

d—>5 . k+1:d+a

k:2d—n 2d —n’

(5.1)

Odectenim predchozich rovnosti a vynasobenim jmenovatelem ziskdme 2d—n = a+b.
Po dosazeni do jmenovatele prvniho vztahu v (5.1) dostaneme

(a+bk=d—0, (5.2)

a odtud
(a+b)2k+b—a=2(d-b)+b—a=2d—b—a=n. (5.3)

Konstrukce hledaného kdédu C bude zaviset na parité parametru k.
e Pokud je k sudé, pak z (5.1) plyne, Ze d — b je sudé, a tedy i b sudé. PoloZme
b
C:aXAQk;@E XAilk+4'

Parametry tohoto kodu spocteme pomoci pravidel pro skladani kodu a z pa-
rametriu Hadamardovych kodua A a A’. Predné kodova slova maji délku

a(2k — 1)+g(4k‘+2) =(a+0)2k+b—a=n,
kde posledni rovnost plyne z (5.3). Dale miniméalni vzdalenost je alesponi
ak+g(2k+2) =(a+bk+b=d,
kde posledni rovnost vyuziva (5.2). Konetné |C| = min{2k, £} = 2k.
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e Je-li k liché, tak k+1 a d + a jsou sudé, a diky tomu je i a je sudé. Polozme
a /
C= 5 X.A4k@b><./42k+2.
Oveéfeni, ze se skutecné jedna o (n, 2k, d)—kod, prenechame ¢tenafi.

Zbyva dokazat rovnost v 3. bodu Plotkinovy meze. Pfedpokladame 2d + 1 > n.

3. d je liché:  Protoze 2(d+ 1) = 2d + 2 > n + 1, opét mizeme pomoci Lemmatu 1
prevést tento problém na jiz dokazany 1. bod Plotkinovy meze. Plati tedy, ze

d+1 J
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Kapitola 6

Konstrukce Hamadardovych matic

V minulé kapitole jsme vidéli, ze v jistém smyslu nejlepsi kody se ziskavaji pomoci
Hadamardovych matic. Ted si popiSem dvé konstrukce Hadamardovych matic. Prvni
z nich je zaloZena na tenzorovém soucinu matic, druha vyzaduje znalosti z teorie ¢isel
o kvadratickych reziduich.

6.1 Sylvestrova kontrukce

Definice: Necht A € R™*™ a B € R**® jsou ¢tvercové matice. Jejich tenzorovy soucin
definujeme po blocich velikosti s x s takto

apnB | apB | ... | a1,B
AQB - QQ%B axpB | ... Cl2nB c R(ns)x(ns)
a'nlB angB ce annB

Snadno nahlédneme piimo z definice, Ze pro pocitani s tenzorovym soucinem plati
tato pravidla

. A B)T=AT® BT
2. (A® B)(C® D)= (AC)® (BD), pokud AC' a BD mé smysl.

Véta: (Sylvestrova konstrukce) Necht H,, a H,, jsou Hadamardovy matice. Pak
H, ® H,, je Hadamardova matice.

Diikaz: Z definice tenzorového soucinu je ziejmé, ze prvky matice H, ® H,, jsou pouze
1a-1.

(H, ® H,)(H, ® Hy,)" = (H, ® Hy,)(H] @ H) = (H,H)® (H,H,) =
=(n-1,)®(m-Iy) =nm- (I, ® L) = nm - Ly,
11

KdyZ do tenzorového soucinu dosadime Hy = ( -

1 1) predchozi véta dava

N—
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H, H,

Disledek: Je-li H, € R™*" Hadamardova matice, pak (H o

) € R2%27 je taky

Hadamardova matice.

6.2 Kvadraticki rezidua

Definice: Necht p je prvocislo. Rekneme, Ze z € Zy \ {0} je kvadratické reziduum
mod p, pokud z = k? mod p pro né&jaké k € Z,. Mnozinu kvadratickych rezidui
mod p znacime R,.

Priklad:
p="T: 1=1%> mod7,4=2%> mod7 2=3% mod?7,
2=4> mod7,4=5 mod7, 1=6> mod7.
Tedy R; = {1,2,4} a ¢isla 3,5,6 nejsou kvadraticka rezidua mod 7. Rikame jim
kvadratickd nerezidua.

Véta: Necht p je prvocislo, p > 2. Pak v mnoziné Z, \ {0} pfesné polovina prvki je
kvadratickym reziduem mod p.

Diitkaz. Uvazujme 12,22 ..., (p—1)*> mod p. Pro a = 1,2,...,p — 1 ziejmé plati
rovnost
(p—a)?=p*—2pa+a*=a*> modp.

Proto rezidui je maximalné 2% a pro jejich ziskani staci probrat a?, kde a =

1 2
.
1,2,..., 5L

Jesté ukazeme, Ze k riznym a z této mnoziny dostaneme ruzné rezidua. Az ted vy-
uzijeme toho, ze p je prvocislo, a tedy Z, je téleso. Necht aj,ay € {1,2,..., ’%1}
Kdyby af = a2 mod p, pak

a: — a3 = (ay — as) (a +az) =0 mod p.

——
1< <p-1

Protoze 7Z, je téleso, soucin dvou ¢isel je 0, pouze kdyz alespoii jedno ¢islo je 0 v Z,,.
A to musi byt a; — as = 0. Tedy rovnost a? = a3 mod p implikuje a; = as.

[
Lemma: Necht p je prvoéislo a a,b € Z, \ {0}.

1. Kdyz a,b € R,, pak a.b € R,,.
2. KdyzaeR,ab¢ R, pak a.b ¢ R,.
3. Kdyz a,b ¢ R,, pak a.b € R,,.
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Dikaz: Prenechano ¢tenéri.

Uvédomme si, ze 1 = 12 je kvadratické reziduum pro libovolné p, tj. 1 € R,. V dalsim
povidani bude dilezité védét, kdy —1 = p—1 mod p je kvadratickym reziduem. Na
prikladu p = 7 jsme vidéli, ze —1 =6 ¢ R;.

Véta: Necht p je prvocislo, p > 2. Pak —1 € R, pravé tehdy, kdyz p — 1 je délitelné
¢islem 4.

Dikaz: Na mnoziné Z, \ {0} definujeme ekvivalenci takto: z ~ y, pokud x = +y
nebo x = £y~ !. Snadno lze ovéiit, Ze to je skutecné ekvivalence.

Tiida ekvivalence je tvoiena prvky x, —z, 271, —2~ ! a je tedy nanejvys &tyiprvkova.

Ale nékteré prvky v ni mohou splynout. Urcité nesplynou x a —z. Kdyby totiz
xr = —ux, pak 2¢ = 0, a soucin dvou nenulovych prvku v télé€se by daval 0, coz je
spor. Ze stejnych davodt =t # —x7L.

Trida, ktera obsahuje 1, je urcité dvouprvkova {1, —1}. To splynuly z = x~!, neboli
kofeny rovnice 2 = 1, a to jsou {1, —1}.

Jestli by existovala dalsi tiida s méné nez 4 prvky, tak v ni by musely splynout = =
—2~ ! apak uz nutné i —z = 2~*. Tedy by tato tiida byla dvouprvkova a obsahovala
by kofeny rovnice 22 = —1 mod p. Jinymi slovy, existence dalsi dvouprvkové tiidy
znamend, ze —1 je kvadratické reziduum mod p. NaSe ekvivalence je definované
na mnoziné Z, \ {0}, kterd ma p—1 prvka. VSechny tfidy ekvivalence kromé jedné
nebo dvou tiid jsou ¢tyfprvkové. Proto dvé dvouprvkové tiidy existuji pravé tehdy,
kdyz ¢islo 4 déli p—1.

Definice: Necht p je prvocislo. Pro prvky télesa Z, definujeme Legendretv symbol
X : Z, — {0,1,—1} takto:

x(0) = 0,
x(@) = 1, kdyzieR,,
x(@) = -1, kdyzi¢ R,.

Z vlastnosti kvadratickych rezidui popsanych v lemmatu plyne

x(a-b) = x(a)x(b) prokazdé a,b € Z,.

Véta: Necht p je prvocislo. Pak plati

souet v Zyp

p—1
—~" [ -1, xayz ceZ,\ {0},
@+ = {7

,  kdyz c¢=0. (6.1)
b=0

~—

souget v R

Dukaz: Nejdiive uvazujme pevné ¢ # 0 a zobrazeni z € Z, \ {0} — Z, dané
piedpisem f(z) =z '(z + ¢) = 1+ 2~ ¢c. Ukazme, Ze to je prosté zobrazeni:

f@) = f(mo) == T+ a7lc=1+a7lc = a7l = a7t <= 21 = 5.

Protoze zobrazeni je prosté, ma obor hodnot stejny pocet prvku jako defini¢ni obor,
tedy p — 1. Jelikoz x7'c # 0, ¢islo 1 nenf v oboru hodnot, a proto f(z) = 2z~ (z +¢)
probihé prvky 0,2,3,...,p—1 (obraz mnoziny Z, \ {0}).
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V nasledujicich upravach vyuzijme, ze z f(z) = x + ¢ a dvou vlastnosti Legendreaova
symbol, a to x(z - £(x)) = x(2)x(f(z)) a x(0) = 0.

;X(@X(l) +c) = 2 X(b)x(l)?;(;‘;)g) — > (x(0))2 x(f(b)) =
= D xk= ) xh=-1
kezZp\{1} keZ,\{0,1}

Posledni rovnost plyne z toho, ze rezidui a nerezidui je stejné v Z, \ {0} a 1 je
reziduum.
Ukézat platnost véty pro ¢ = 0 je uz jednoduché:

iX(b)X(HC): ) x(b)x(b) = 3 1=p-1
b=0 b=1 b=1

6.3 Paleyova konstrukce

Tato konstrukce umozinuje nalézt Hadamardovy matice fadu p+1, pokud p je prvocislo
ap =3 mod 4 ataky fadu 2(p+1), pokud p je prvoécisloap = 1 mod 4. Konstrukce
vyuzivaji Jacobstahlovy matice.

Definice: Necht p # 2, p prvocislo. Jacobstahlovou matici () rozméru p X p, jejiz
radky a sloupce jsou ¢islovany indexy 0,1, ..., p—1 definujeme takto:

Qij = X(j — 1)

Piiklad: Necht p = 7. Protoze R; = {1,2,4} a nerezidua jsou 3,5, 6, je 0-ty radek
matice  roven 0,1,1,1,1,1, 1. Cela matice pak vznikne cyklickymi posuny nultého

radku.

)

|
e e R R =)
e R R R
e B R R i
_ = = O = =
= O == ] e
O = = =
O~ R R~ ]

Vsimneme si, Zze matice () je antisymetrick.

Kdyz p = 5, pak Rs = {1,4} a Jacobstahlova matice ma tvar

01111
101711
Q=T 1011
11101
1 1110



Tato matice je symetricka.

Lemma: Necht p je prvocislo, p > 2, a () je Jacobstahlova matice fadu p.

e Pokud p =3 mod 4, pak Q" = —Q.
e Pokud p =1 mod 4, pak QT = Q.

Dikaz: Pripomenme, ze —1 je reziduum pravé tehdy, kdyz p = 1 mod 4. V Legen-
dreové symbolice: x(—1) = —1,kdyzZp =3 mod 4a x(—1)=1,kdyZp =1 mod 4.
Odtud

Qi = x( — 1) = x((=1) - (i = j)) = x(=1) - Qjs.

Lemma: Necht (), I a J jsou ¢tvercové matice fadu p, po radé Jacobstahlova, jed-
notkova a matice, kterd mé vsechny prvky rovny 1. Pak

QQ T =pl—J a QJ=JQ=0.

p—1 p—1
Diikaz: Diagonalni prvky matice QQ" jsou (QQ"),. = > g5 = > 1=p—1.
SR =
Pro vypocet mimodiagonalnich prvki (QQT)M7 kde i # j, pouzijeme lemma

p—1

p—1 p—1
(QQT),. = X amapm =Y x(k—i)x(k—35) = X xbxb+ec=-1
’ k=0 k=0 Oznaéme b=k—1i b=0
c=i—3j7#0

a zménime s¢itaci index

Tim je dokazéno prvni tvrzeni.
1
1

Abychom ukazali QJ = JQ = O, sta¢i si uvédomit, ze @ | . | = soucet vSech
1

sloupci matice Q. V kazdém radku matice @ je jedna 0 a stejny pocet jednicek

a minus jednic¢ek, protoze rezidui je stejné jako nerezidui. Proto je soucet prvku v

kazdém radku matice @) roven 0.

Ted uz muzeme popsat dvé Paleyovy konstrukce Hadamardovych matic.

Véta (Paleyova konstrukce I): Necht n = p+1, kde p je prvocislo, p = 3 mod 4.
Necht @ je Jacobstahlova matice fadu p. Polozme

1(11...1

—_ =

Pak H je Hadamardova matice.
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Diikaz: Mame ovéiit, ze HH ' = nl. K tomu tcelu oznaéime vektor j = | . | € RP*1.
1
Uvédomme si, ze jj' =J € RP*? a j'j=pcR.
. T e o , .. ) T A BT
Matice HH ' je zfejmé symetrickd a v blokovém zapisu ma tvar HH' = B )
K ovéreni hadamardovskosti matice H méame ukazat, 7e A = n, B = 0 € RP*!
1 i
a C = nl € RP*P. Samotné H méa tvar H = (j Qj I ) Vynéasobenim HHT
T p

zjistime, ¢emu se matice A, B, C' rovnaji.
A=1+j"j=1+p=n, B=j+(Q-1)j=Qj=0eR
C=ji +@-DQ -N=J+QQ -Q-Q +1=(p+ 1) -Q-Q" =nl.
~—~—
=pl—J
Posledni tprava vyuzila antisymetrie matice Q).

Priiklad: Pomoci Paleyovy konstrukce ziskdme matici Hg. To lze, protoze prvocislo
p = 7 = 3 mod 4. Vyuzijeme Jacobstahlovou matici 7 x 7, kterou jsem nasli v
predchozim prikladeé.

=
— = = = = = =
— = =] = ] ] ] =
[ e e e e B N
[ e e B e B N

e R ) B B
e i B B B e
il s B i ) M
[ e M M e e

Jinou Hadamardovou matici rozméru 8 x 8 lze ziskat Sylvestrovou konstrukei pomoci

11
tenzorovych sou¢inti matice Hy = (1 T)'

Hy=Hy,® Hy® Hy = Hy ®

— = = =

[ e e M

[ B e

— | =] =
== = =
[ e M ) i B
[ B R i i e M B e
[ et B S S S et I
[l N e B e B e
[ et I B e B B
[ M R e B e et B

v

Véta (Paley konstrukce II): Necht n = 2(p+1), kde p je prvoéislo, p =1 mod 4.
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Polozme

0 11---11
1 11 11

H=lp @A+ | 0 ® B, kdeA_(T T)’ B_<1 T)
1

a @ je Jacobstahlova matice fadu p. Pak H je Hadamardova matice fadu n = 2(p+1).

Diikaz Protoze Jacobstahlova matice () je symetrickd a A, B, 1,11 jsou symetrické je
H symetricki. Pti ovéfovani hadamardovskosti pouzijeme

A% = B? =21, a AB+BA=0,

vlastnosti nésobeni tenzorového soucinu, jak jsme je uvedli na zacatku kapitoly, a
faktu, ze ted je @ symetricka. Detaily dikazu prenechame ¢tenari.
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Kapitola 7

Dodatek Konecna télesa

Cilem této kapitoly je pripomenout nékteré znalosti z algebry o kone¢nych télesech.
O tyto znalosti se opiraji metody konstrukce linearnich koédu. U tvrzeni vétSinou
chybéji dikazy - ty lze najit v kazdé ucebnici obecné algebry. Tvrzeni jsou vSak
doplnéna priklady a nefeSsenymi tlohami, to aby si ¢tenar mohl hned ovérit, zda
zavedenému pojmu nebo tvrzeni dobfe rozumi.

Definice: Necht M je neprazdnd mnozina a o : M x M — M binarni operace na M
s vlastnostmi:

1. aob=boa pro kazdé a,b,e M  (komutativita)
2. ao(boc)=(aob)ocprokazdé a,b,c € M (asociativita)

3. existuje e € M takové, ze eoa = a pro kazdé a € M (e nazyvame neutralni
prvek)

4. pro kazdé a € M existuje b € M takové, ze aob =€ (b nazyvame inverzni
prvek k prvku a).

Mnozinu M spolu s operaci o zna¢ime (M, o) a nazyvyme abelovskd grupa, déle jen
grupa.

Priklad V tomto ptikladé uvazujeme podmnoziny realnych cisel a séitani 4+ a néso-
beni - jak jsou obvykle zavedeny na R.

,+) - je grupa (Co je neutréalni prvek e 7 Co je inverzni prvek k ¢islu 5 7 )
+) - neni grupa (Pro¢?)
,+) - je grupa
) - meni grupa (Pro¢?)
R\{0},-) - je grupa
Z\ {0},-) - neni grupa (Pro¢?)
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Kromé operace + a - na R mame i operaci od¢itani a déleni. Odéitani je vlastné
pri¢itani inverzniho prvku (nazyvaného opa¢nym prvkem) v grupé (R, +) a déleni je
nasobeni inverznim prvkem (nazyvanym pievracenym prvkem) v grupé (R\ {0}, ).

Definice: Necht p € N. Na mnoziné {0,1,...,p — 1} definujme operace s¢itani @& a
nésobeni ® takto

a & b = zbytek ¢isla a + b po déleni ¢islem p;
a ® b = zbytek ¢isla a - b po déleni ¢islem p.
Mnozinu {0,1,...,p — 1} spolu s operacemi & a ® znacime Z, .
Priklad V Z; plati: 45 =2,4®5=06
3®4 =0, tj. 4 je inverzni (opacny) prvek k prvku 3 pii operaci séitani @
3®5 =1, tj. 5 je inverzni (pfevraceny) prvek k prvku 3 pii operaci nasobeni ®
V Zg napriklad plati 4 ® 5 = 3, 4 ® 5 = 2. Opacny prvek pii operaci s¢itani k ¢islu 2
je 4, protoze 2 ® 4 = 0. Kdezto inverzni prvek (prevraceny) k ¢islu 2 vzhledem na

nasobeni neexistuje, protoze
21=2 2®2=4, 2®3=0, 204=2, 2®R>5=4.

Tedy vysledek nésobeni prvku 2 s zadnym jinym prvkem neni roven 1.

Tvrzeni Mnozina {0,1,...,p — 1} s operaci @ je grupa pro kazdé p € N. Mnozina
{1,...,p— 1} s operaci ® je grupa pravé tehdy, kdyz p je prvocislo.

Véta: Necht G je kone¢na grupa (s operaci nasobeni) a necht a € G. Pak existuje
pfirozené j tak, Ze o/ = 1. Minimalni takové j nazyvame rdd proku a v grupé G.

Dikaz Kdyz a = 1, tak zfejmé 7 = 1. Uvazujme a # 1. Protoze G je kone¢na, mezi
prvky a® = 1,a',a?, a3, ... existuje index j > 0 takovy, Ze @’ = a’ pro n&jaky mensi
index 7, tj. 0 <17 < j. Vezmime minimélné takové j, tj. prvné, kdy se mocnina trefi
do néjaké mocniny pred ni. Kdyby i > 0, pak po vynasobeni rovnosti a* = a’ prvkem
inverznim k a dostaneme a'~! = a/~!, a to by byl spor s minimalitou j. Tedy o/ = 1
a toto j je Tadem prvku a.

Piiklad: V grupé {1,...,6} s operaci ndsobeni mod 7 ma prvek a = 3 fad j = 6,
protoze
3'=3, 3*=2 3=6, 3*=4, 3F=5 3=1 (7.1)

Prvek a = 6 ma ¥ad j = 2, protoZe 62 = 1 mod 7. Snadno se presvédéime, Ze zadny
prvek nema tad 4 nebo 5.

Rad prvku v grupé miize nabyvat jenom nékteré hodnoty.

Véta: Necht G je konecna grupa s N prvky. Pak fad prvku v G je délitelem ¢isla N.

Definice: Pokud v grupé G existuje prvek b € G takovy, ze G = {b' : i =1,2,3,...},
pak se grupa nazyva cyklickd a prvek b se nazyva generdtor grupy G.

V8echny prvky cyklické grupy ziskdme mocnénim jediného prvku grupy.

Piiklad: Grupa {1,...,6} s operaci nasobeni mod 7 je cyklicka a jak doklada (7.1),
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¢islo b = 3 je jejim generatorem.

Disledek: Pokud je G cyklickd grupa s N prvky, tak kazdy délitel ¢isla N je fadem
nékterého prvku grupy G.

Dikaz: Necht b je genratorem grupy G. Pak nutné b¥ =1 a G = {b',0%,... b}
Necht d je délitelem ¢isla N, tj. N = d.r pro néjaké prirozené r. Potom prvek a = b"
mé fad d. Snadno se ovéii, ze a? = b = 1.

Jak jsme uz poznamenali, (R,+) a (R \ {0},-) jsou grupy. V realnych ¢islech jsou
operace nasobeni a s¢itdni navzajem provazany a kromé asociativniho a komutativ-
niho zakona pro + a - plati navic distributivni zakon. Vlastnosti realnych ¢isel jsou
abstrahovany do definice télesa.

Definice: Necht M je alesponn dvouprvkova mnozina a ¢ a ® jsou binarni operace na
M takové, ze

1. (M,®) tvofi grupu - jeji neutralni prvek ozna¢ime 0;
2. (M \ {0}, ®) tvoii grupu - jeji neutralni prvek oznac¢ime 1;

3. pro kazdé a,b,c € M plati (a®b) @ c=(a®c)® (b® c).

Pak trojici (M, ®, ®) nazveme téleso.

Nechceme-li zavadét pojem grupa, muzeme pouzit alternativni definici télesa.

Definice: Téleso je alespon dvouprvkova mnozina M s binarnimi operacemi & a ®
na M takovymi, Ze plati

1. asociativni zékony: a® (b®c)=(a®b)@c a a® (b®c)=(a®@b) ¢
pro kazdé a,b,c € M,

2. komutativni zdkony: a@®b=0Sa a a®b=0®a prokazdé a,b e M,

3. distributivni zékon: (a®b)®c=(a®c)® (b®c) pro kazdé a,b,c € M;

4. existuje neutrdlni prvek 0 vzhledem k operaci @ a neutralni prvek 1 # 0
vzhledem k operaci ®, tj. prvky takové, ze pro kazdé a € M plati a 60 = a
a a®l=aq;

5. ke kazdému prvku a € M existuje opacny prvek vzhledem k operaci &, tj.
prvek, zna¢ime jej —a, pro ktery plati a & (—a) = 0;

6. ke kazdému prvku a € M \ {0} existuje pfevraceny prvek vzhledem k operaci
®, tj. prvek, znac¢ime jej a=!, pro ktery plati a ® (ail) = 1.

Priklad: Z, splituje podminky 1. - 5. pro kazdé piirozené p. Podminka 6. je splnéné
pouze pokud p je prvocislo.

Dusledek: 7Z, je téleso pravé tehdy, kdyz p je prvocislo.
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Definice: Alespon dvouprvkovd mnozina M s binidrnimi operacemi ¢ a ® na M
takova, ze plati podminky 1.- 5. z alternativni definice télesa, se nazyva okruh.

Priklad: Z, je okruh pro kazdé piirozené p.

V okruhu lze séitat a od¢itat, nasobit, ale obecné nelze délit! Prikladem takové struk-
tury jsou polynomy s readlnymi koeficienty s operacemi, jak je zname. Vysledkem
souctu, rozdilu i ndsobeni dvou polynomii je polynom. Vysledkem podilu dvou poly-
nomi je polynom pouze tehdy, kdyz zbytek po déleni polynomu polynomem je nula.
To je ale méalo kdy. Vétsina podili dvou polynomt, uz polynomem neni. Proto tato
mnozina je okruh, ale ne téleso.

Priklad a amluva: Necht T je téleso. Pak mnozinu v8ech polynomu s proménnou x
s koeficienty z télesa T znac¢ime T[z]|. Operaci s¢itani polynomu a nasobeni polynomu
definujeme obvyklym zptisobem, pric¢emz operaci s koeficienty provadime v télese T.
Snadno nahlédneme, ze T[z] je okruh.

Napi. pro polynomy f(z) = 2> +x +1 a g(z) = x + 1 v okruhu Zy[z] plati
f@)+g(z) = 2" +a+1l+a+l=2" a f(z)g(z) =2 +a’+ot+a’+o+1l=2"+1,

protoze v Zs je 1 +1 = 0.

V okruhu T[z] lze provadét déleni polynomu polynomem, jak jsme zvykli u poly-
nomu s koeficienty v R, jenom ted operace s koeficienty provadime v télese T.

Priklad: Vydé&lme f(z) = 2° 4+ z + 1 polynomem g(x) = x + 1 v okruhu Zy[z]. Opé&t
vyuzivame, ze 1 +1 =0, a tedy —1 = 1.

v prvnim kroku
(B +zx+1): (x+1)=2?
— (2% + 2?)

> +r+1

v druhém kroku
(Ptz+1):(z+1)=2+=z
—(® +2?)
?+z+1
—(2* + )
1
Tedy zbytek je 1 a miizeme napsat f(z) = (2% + ) - g(x) + 1.

Definice: Necht ¢(z) € T[z] je pevné dany polynom stupné m € N. Pro dvojici
polynomu f(z), g(x) € T[x], které maji stupen ost¥e mensi nez m,

e operaci @ definujeme tak, ze s¢itdme koeficienty jako v télese T u stejnych mocnin
promeénné x;
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e operaci ® definujeme takto:
f(z) ® g(x) = zbytek po déleni sou¢inu f(x) - g(x) polynomem ¢(z) v T[z].

Mnozinu {f(z) € T[z| :st f < m} s operacemi & a ® znacime T|[x]/q(z).
Véta: T|[x]/q(z) je okruh.

V teorii cyklickych koda hraje dilezitou roli okruh s Zs[z]/q(z) s polynomem ¢(z) =
™ — 1. Protoze koeficienty polynomu jsou ze Zy, plati ¢(z) = 2" — 1 = 2™ + 1.

Priklad: Uvazujme okruh Zy[z]/23+ 1. Je tvofeny polynomy stupné < 2 a koeficienty
u mocnin ¢ jsou 0 nebo 1. Okruh ma proto 8 prvki

Zolz]/2® +1=1{0, 1, &, 1 +x, 2%, 2>+ 1, 2> +z, 2 +x+ 1}

Spoétéme vysledek nasobeni (22 +1) ® (2% +x). Pro oby&ejné nasobeni polynomii plati
(22+1)- (P +z)=2*+22+ P +ax=z(®+ 1)+ P+ 1) +a+ 1
Ted bychom méli vysledek délit polynomem z2 + 1 a zjistit zbytek. Ale z tpravy uz
je ziejmeé, Ze zbytek je x+ 1, tj. (x*>+1) ® (2®> +x) = 2+ 1. Neboli z pohledu nového
nasobeni ® lze prohlasit 23 + 1 = 0.

Okruh Zy[z]/23+1 nenf t&lesem. Soucin dvou nenulovych prvki (z?+z+1)®(z+1) =
0, a to by se v télese nestalo.

Priklad: Uvazujme okruh R[z]/z? + 1. Z¥ejmé R[z]/z?* + 1 = {a + bz : a,b € R}.
Pro obycejny soucine dvou polynomii plati

(a+bz) - (c+ dz) = bdz* + ac + xcb + xad = bd(z* + 1) + ac — bd + z(cb + ad).

Z posledni tpravy je vidét zbytek po déleni polynomem 22 + 1. Proto
(a+bx) ® (c+ dx) = ac — bd + x(cb + ad)

Vsimnéme si, ze z vysledku obycejného soucinu dvou polynomi ziskame vysledek no-
vého nasobeni @ tak, ze x2 + 1 prohlasime za 0. Pokud proménnou oznaéime pis-
menkem ¢ misto pismenkem x, pak za 0 prohlasujeme vyraz i? + 1. Prvky okruhu
jsou tvaru a + b a nasobi se podle pravidla (a + bi) ® (c+ di) = ac — bd +i(cb + ad).
Tedy se jedné o komplexni ¢isla.

U komplexnich ¢isel se vzilo pravidlo, ze pokud proménnou oznacujeme 7, tak specialni
znacky @ a ® pro sc¢itani a nasobeni muzeme nahradit obvyklymi znaky + a -,
pricemz pii operacich pouZivame rovnost i2 + 1 = 0. Tuto konvenci pfeneseme i na
okruhy nad kone¢nymi télesy.

Umluva: Necht p je prvoéislo. Pro proménnou u prvki okruhu Z,[r]/q(x), budeme
pouzivat pismeno z, pro nasobeni a s¢itani budeme pouzivat obvyklé znacky + a -
a pii téchto operacich vyuzivame identity ¢(z) = 0.

Jak jsme zminili, v okruhu obecné nelze délit. Jinymi slovy okruh T[z]/¢(z) nemusi,
ale muze byt télesem. Ve dvou predchozich piikladech jsme mohli vidét obé varianty:
Zo[x]/2® + 1 neni télesem a C = R[z]/2% + 1 télesem je. O tom, ktery z piipadu
nastane, rozhoduje jista vlastnost polynomu ¢(x).

Definice: Necht ¢(z) je polynom s koeficienty v télese T, tj. ¢(x) € T[z]. Rekneme, e
q(z) je reducibilni nad T pokud existuji polynomy h(z), g(x) € T[z] stupné alespoi
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1 takové, ze q(x) = h(x) - g(z). V opatném piipadé je ¢(x) ireducibilni nad T.

Piiklad: Polynom 22 + 1 je ireducibilni nad R. Kdyby totiz bylo mozné jej zapsat
jako souc¢in dvou polynomii s realnymi koeficienty stupné alespon jedna, mély by
oba polynomy nutné stupen 1. Kazdy polynom stupné 1 mé koten v R, a proto by
i polynom 22 + 1 mél redlny kofen - spor.

Polynom z? + 1 je reducibilni nad Zs, protoze x*> + 1 = (z + 1)(z + 1).

Polynom 22 + z + 1 je ireducibilni nad Z,. Diivodem je fakt, Ze tento polynom nema
koten v télese Zy. Pokud by byl 22 + 2 + 1 napsatelny jako soucin dvou polynomit
stupné 1, pak by kofen v Zs mél.

Véta: Okruh T[z]/q(z) je télesem pravé tehdy, kdyz ¢(z) je ireducibilni nad T.

Priklad: Zvolme polynom ¢(z) = z%+z+1, ktery je ireducibilni nad Z,. Popisme expli-
citné téleso Zs[z|/q(x). Jeho prvky jsou polynomy z Zs[x] se stupném < st g(x) = 2.
Proto

Zolz]/2* +x+1={0,1,2,1+ z}.

V tabulkach uvedeme vysledky operaci s¢itani i nasobeni. Pti tpravach pouziviame
vztah 22 + 2 +1=0.

soucet 0 ‘ 1 ‘ z ‘l—l—z‘ soucin 0 ‘ 1 ‘ z ‘1+z‘
0 0 1 z 142 0 0 0 0 0
1 1 0 1+2 z 1 0 1 z 1+ 2
z z 142 0 1 z 0 z 142 1
1+2 |14z z 1 0 142 0 142 1 z

Fakt: Necht ¢(z) je ireducibilni polynom nad Z, a necht stq = m. Pak téleso
Zs|z]/q(x) méa 2™ prvka.
Dikaz: Do télesa patif viechny polynomy tvaru ag + a1z + ag2% + -+ + ap_12™ 1,
kde pro kazdy z m koeficientii a; médme dvé volby 0 nebo 1.
Véta: V konecném télese F existuje takovy prvek b, ze
F\ {0} = {b,6°,0°,....0" '}, kde M je pocet prvkir v F.
\{ } { YU, U oy 7\_(}7 € Jje pocet prvku v

Jinymi slovy, '\ {0} je vzhledem k operaci nésobeni cyklicka grupa.

Priklad V télese F = Zy[x]/2? + 2 + 1 je takovym prvkem (generdtorem) napt. b = z,
protoZe z? = z + 1 a 2% = 1. Prvek b z piedchozi véty neni dan jednozna¢né. Jako
generator lze vzit i b= z + 1, protoZe (z + 1)> = z a (z + 1)® = 1. MiiZeme napsat

F\ {0} ={z,2% 2%} = {1+ 2, (1 4+ 2)% (1 + 2)°}.
Ukol: K ireducibilnimu polynomu q(z) = 2°® 4+ x + 1 € Zs[z] vypiste viechny prvky
télesa F = Zy[z]/2® + x + 1 a naleznéte generétor jeho cyklické grupy F \ {0}.

Priklad V Z,[z] existuji dva ireducibilni polynomy stupné 3. Jsou to 2% + = + 1
a z° + 22 + 1. MuZeme tedy zkonstruovat dvé télesa: Fy = Zsolz]/2® + 2+ 1 a
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Fy = Zy[x] /23 + 2* + 1. Kazdé z nich bude mit 8 = 23 prvki, mnoziny prvki budou
stejné, ale v IFy plati 23 + 2+ 1 = 0, zatimco v Fy plati 23 4+ 22 + 1 = 0. Nicméné se
tato télesa moc nelisi.

Definice: Dvé kone¢na télesa jsou navzajem izomorfni, pokud existuje bijektivni zob-
razeni ¢ : Fy — [y takové, Ze pro kazdé a,b € F; plati

Pla+0) =1(a) + () a ¢la-b) =1(a)-y(b).

Jinymi slovy prvkim v télese Fy lze dat nova jména (podle matrikafe 1) tak, Ze jejich
chovéni je nerozlisitelné od chovani prvki v télese Fs.

(Oblibena matematicka formulace zni: Biih je jen jeden, az na izomorfizmus!)

Tento prehled zakonc¢ime diilezitou vétou o tom, jak vypadaji kone¢na télesa.

Véta: (Galoisova)

1. Ke kazdému konec¢néme télesu [F existuje prvocislo p a pfirozené ¢islo m tak,
ze pocet prvki v télese [F je p™.

2. Téleso, které ma p™ prvkd, je izomorfni s télesem Z,[z]/q(x), kde ¢(x) € Z,[z]
je ireducibilni polynom stupné m.

3. Dvé konec¢na télesa se stejnym poctem prvku jsou izomorfni.

Abychom mohli zkonstruovat libovolné konecné téleso, potiebujeme pro kazdé prvo-
¢islo p a prirozené &islo m znat alepon jeden ireducibilni polynom ¢(z) € Z,[x]
stupné m.

Ze takovy polynom existuje, plyne z Gaussovy véty:
Véta: Necht p je prvocislo. Pro kazdé m € N oznac¢me a,, pocet ireducibilnich poly-

nomu stupné m z okruhu Z,|x]. Pak pro kazdé m plati

P = Z dag (soucet pres vSechny délitele d ¢isla m).
dl

Priklad: V kodovani nas nejvice zajimaji télesa tvaru Zs|x]/q(z). Proto pro malé
hodnoty m uréime pocty ireducibilnich polynomu s koeficienty v Z, a prislusné
polynomy uvedeme v tabulce.

Ztejmé a; = 2, protoze x a = + 1 jsou jediné polynomy stupné 1, a jsou tedy nutné
ireducibilni.

Je-li m prvocislo (jedini jeho délitelé jsou d = 1 a d = m), pak Gaussova véta Fika
2™ = a1 + may,. Odtud a,, = =(2™ — 2).

Protoay =1, a3 =2 a as=06.
Pro m = 4 je podle Gaussovy véty: 2¢ = a; + 2as + 4a,. Odtud a4 = 3.
Pro m = 6 je podle Gaussovy véty: 26 = a; + 2as + 3az + 6ag. Odtud ag = 9.
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stupen m | poCet a,,

1 2 }x z+1

2 1 | 2*+az+1

3 2 ‘x3—|—m+1, 2422+ 1
4 3 43+ + 41,

a2t 41, st

44+ +r+1, P4t +r+1,
5 6 P+t +1, P4t 4+,
o+ +1, 2+ a3+ 1,

S+ adrart 4?41, 4+t
6 9 S+ 342241, S+t
4t 2?41, 2S4S+ +1,
20+ a5+1, S+ +1, 28+ 1
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